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Résumé

La radiothérapie à débit de dose ultra-élevée (UHDR), ou radiothérapie FLASH (RT-
FLASH), suscite l’intérêt des chercheurs à travers le monde depuis quelques années pour
son efficacité à traiter des tumeurs tout en réduisant les effets indésirables aux tissus sains.
Même s’il est théoriquement possible d’obtenir des faisceaux UHDR avec n’importe quel
type de particule, des défis techniques limitent cette technologie à l’utilisation de faisceaux
de protons et d’électrons. Comme les faisceaux d’électrons sont beaucoup plus accessibles, la
majorité des recherches et applications sur la RT-FLASH se font avec ce type de faisceau. Ce-
pendant, vu l’absence de protocole de dosimétrie de référence appliqué aux faisceaux UHDR
et un nombre limité de détecteurs utilisables avec ce type de débit, il peut être difficile de
mener des études précliniques précises sur la RT-FLASH. Le calcul de dose par simulation
Monte-Carlo (MC) est considéré comme le moyen le plus fiable et précis en ce qui concerne
la dosimétrie dans un contexte non standard.

Avec l’utilisation de débit de dose UHDR, on se retrouve dans un scénario physique limite,
dans lequel différents phénomènes, normalement négligeables en contexte standard, peuvent
avoir lieu dans les matériaux irradiés ainsi que dans l’appareil de traitement. L’absence
de système de filtration des faisceaux dans certains appareils UHDR complexifie d’autant
plus le problème, nécessitant l’utilisation de modèle MC complexe. Dans le cadre de ce
mémoire, on propose d’améliorer les approches de modélisation MC traditionnelles pour
prendre en compte les particularités des faisceaux FLASH. En particulier, la modélisation
de l’accélération des électrons à l’intérieur du guide d’onde et la considération des variations
temporelles ont permis d’obtenir un modèle d’énergie de la source qui améliore la performance
du modèle MC. Cette nouvelle approche est entièrement basée sur des arguments physiques,
contrairement aux approches disponibles dans la littérature.

Mots clés: Radiothérapie, dosimétrie, Monte-Carlo, débit de dose ultra-élevé, FLASH, re-
construction inverse, spectre d’électron, recuit simulé, Runge–Kutta–Fehlberg, guide d’onde

iii



Abstract

Ultra-high dose rate (UHDR) radiotherapy, or FLASH radiotherapy (FLASH-RT), has gar-
nered significant interest from researchers worldwide in recent years due to its effectiveness
in treating tumours while minimizing adverse effects on healthy tissues. Although it is the-
oretically possible to achieve UHDR beams with any type of particle, technical challenges
limit this technology to the use of proton and electron beams. Given that electron beams are
much more accessible, the majority of research and applications in FLASH-RT are conducted
using this type of beam. However, due to the lack of an reference dosimetry protocol appli-
cable to UHDR beams and a limited number of detectors suitable with this type of dose rate,
conducting precise preclinical studies on FLASH-RT can be challenging. Dose calculation
through Monte Carlo (MC) simulation is considered the most reliable and accurate method
for dosimetry in non-standard contexts.

With the use of UHDR dose rates, we find ourselves in a limiting physical scenario where
different phenomena, typically negligible in standard contexts, can occur in irradiated mate-
rials as well as in the treatment apparatus. The absence of beam filtration systems in some
UHDR devices further complicates the issue, necessitating the use of complex MC models.
In this thesis, we propose to enhance traditional MC modelling approaches to account for the
specificities of FLASH beams. In particular, the modelling of electron acceleration within the
waveguide and the inclusion of temporal variations have allowed to obtain a source energy
model that improves the performance of the MC model. This new approach is entirely based
on physical arguments, in contrast to the methods available in the literature.

Keywords: Radiotherapy, dosimetry, Monte Carlo, ultra-high dose rate, FLASH, inverse
reconstruction, electron spectrum, simulated annealing, Runge–Kutta–Fehlberg, waveguide
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Chapitre 1

Introduction

1.1. Cancer et statistiques

La situation du cancer au Canada présente des dé�s importants, mais aussi des progrès

notables. En 2023, environ 233 900 Canadiens devraient recevoir un diagnostic de cancer et

environ 85 100 devraient en mourir, ce qui en fait l'une des principales causes de mortalité au

pays. Les types de cancer les plus courants incluent le cancer du poumon, du sein, colorectal

et de la prostate [1].

Le cancer touche principalement les personnes de plus de 50 ans, avec 9 cas sur 10 diagnosti-

qués dans cette tranche d'âge. Les taux d'incidence et de mortalité varient selon les régions.

On note des taux d'incidence plus élevés dans l'est et le centre du Canada, notamment au

Québec. D'ailleurs, les taux de mortalité sont plus élevés dans l'est du pays [2].

Le Québec est particulièrement a�ecté par des taux élevés de cancer du poumon et colorectal.

En 2024, on prévoit que les taux d'incidence et de mortalité pour le cancer du poumon seront

parmi les plus élevés au Canada, en particulier au Québec et dans les provinces atlantiques

[2].

Les taux de survie au cancer ont augmenté au �l des décennies grâce aux avancées en matière

de recherche et de traitement. Par exemple, le taux de survie nette à 5 ans pour tous les

cancers combinés est passé de 55% au début des années 1990 à 64% pour la période 2015-

2017. Toutefois, ces taux varient considérablement selon le type de cancer, avec des taux de

survie à 5 ans de seulement 22% pour le cancer du poumon contre 91% pour le cancer de la

prostate et 89% pour le cancer du sein [2].

La recherche est cruciale pour améliorer la prévention, le diagnostic et le traitement des

cancers. On estime que le Canada investit en moyenne 500 millions de dollars par année à



des projets visant à prévenir le cancer, à améliorer les traitements et à soutenir les survivants

[3, 4, 5].

L'un des principaux dé�s actuels est de garantir un accès équitable et rapide aux soins de

santé pour tous les Canadiens, indépendamment de leur lieu de résidence. La pandémie de

COVID-19 a exacerbé les retards dans les traitements et les interventions chirurgicales, souli-

gnant la nécessité d'investissements supplémentaires dans le système de santé pour répondre

aux besoins croissants des patients atteints de cancer [6].

Bien que le Canada ait fait des progrès signi�catifs dans la lutte contre le cancer, il reste

des dé�s importants à relever, que ce soit en matière de prévention, de traitement équitable

et de soutien aux survivants. Les e�orts continus en recherche et en politique de santé sont

essentiels pour réduire le fardeau du cancer au Canada et au Québec [1, 2, 3].

1.2. Traitements du cancer

Le traitement du cancer repose sur plusieurs modalités principales, chacune adaptée

aux caractéristiques spéci�ques de la maladie et aux besoins des patients. Parmi les trois

modalités les plus courantes, on note la chirurgie, la radiothérapie et la chimiothérapie.

Parmi les traitements moins communs, on relève également l'immunothérapie, la thérapie

ciblée et l'hormonothérapie.

� Chirurgie: La chirurgie est souvent le premier recours pour traiter les tumeurs

localisées. Elle consiste à enlever physiquement la tumeur du corps. Selon le type et

la localisation du cancer, di�érentes techniques chirurgicales peuvent être utilisées.

La chirurgie peut être curative si le cancer est con�né à une seule zone. Elle peut

également servir à réduire la douleur ou d'autres symptômes dans les cas de cancer

avancé [7].

� Radiothérapie: La radiothérapie utilise des rayonnements ionisants pour détruire

les cellules cancéreuses. Elle peut être administrée de manière externe (radiothérapie

externe) ou interne (curiethérapie). Ce traitement est souvent utilisé en combinaison

avec d'autres modalités, telles que la chirurgie et la chimiothérapie, pour réduire

la taille des tumeurs avant l'opération ou pour éliminer les cellules cancéreuses

restantes après la chirurgie. La précision o�erte par la radiothérapie permet de

cibler les cellules cancéreuses tout en minimisant les dommages aux tissus sains

environnants [8].
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� Chimiothérapie: La chimiothérapie consiste en l'utilisation de médicaments pour

tuer les cellules cancéreuses. Ces médicaments peuvent être administrés par voie

intraveineuse, orale ou directement dans une cavité corporelle. La chimiothérapie

est souvent utilisée pour traiter les cancers métastatiques ou pour réduire la taille

des tumeurs avant la chirurgie. Elle peut également être utilisée après la chirurgie

pour éliminer toute cellule cancéreuse résiduelle [9].

� Immunothérapie: Il est possible que les cellules cancéreuses béné�cient de la

même protection contre les cellules du système immunitaire (cellules T) que les

cellules saines. En général, les cellules T ne peuvent pas attaquer les cellules saines,

car elles sont bloquées par des protéines spéciales nommées points de contrôle.

L'immunothérapie vise alors à renforcer le système immunitaire et d'introduire un

inhibiteur de point de contrôle, ce qui supprime la barrière empêchant les cellules T

d'attaquer les cellules cancéreuses [10].

� Thérapie ciblée: Il est aussi possible de recourir à des médicaments conçus pour

cibler spéci�quement certaines molécules ou protéines liées au développement ou

au métabolisme du cancer. Ces traitements ciblés peuvent servir à ralentir, voire à

interrompre, la croissance et la propagation du cancer, ou à réduire les risques de

récidive [11].

� Hormonothérapie: L'hormonothérapie, utilisée principalement pour les cancers

hormonodépendants comme ceux du sein et de la prostate, bloque les hormones qui

favorisent la croissance des cellules cancéreuses. Cela à pour e�et de limiter, voire

interrompre, la croissance du cancer [12].

Les choix de traitement du cancer dépendent de nombreux facteurs, notamment le type

de cancer, son stade, l'état de santé général du patient et ses préférences personnelles. La

combinaison de di�érentes modalités de traitement est souvent nécessaire pour maximiser

l'e�cacité et minimiser les e�ets secondaires.
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1.3. Radiothérapie externe

1.3.1. Principes

La radiothérapie externe en photons utilise des
 pour in�iger des dommages létaux

aux cellules cancéreuses via divers mécanismes. Les dommages se font principalement par

le biais de l'ionisation des électrons par di�usion Compton. Dans ce processus, un photon

interagit avec un électron du nuage électronique d'un atome et lui transfère une partie de son

énergie, résultant en l'émission de l'électron et d'un nouveau photon de moindre énergie. Cet

électron libre, ayant une forte probabilité d'interaction avec d'autres atomes, parcourt une

courte distance avant d'ioniser le milieu environnant. Dans le corps humain, cette ionisation

peut endommager directement l'ADN des cellules ou créer des radicaux libres qui altèrent

chimiquement l'ADN.

Pour maximiser les dommages aux cellules cancéreuses tout en épargnant les tissus sains, la

plani�cation du traitement par radiothérapie est cruciale. Des techniques avancées comme la

radiothérapie par modulation d'intensité (IMRT, Intensity-Modulated Radiation Therapy)

et la radiothérapie volumétrique modulée en arc (VMAT, Volumetric Modulated Arc The-

rapy) permettent une précision accrue. Ces méthodes modulent l'intensité des faisceaux et

adaptent leur forme à la géométrie de la tumeur, réduisant ainsi l'exposition des tissus sains

environnants. En ajustant les paramètres tels que l'énergie des photons, les angles d'at-

taque, le nombre de points d'entrée, et les durées d'irradiation pour chaque position, il est

possible de concentrer la dose sur la tumeur tout en minimisant l'impact sur les tissus sains.

L'ajustement du temps d'exposition selon la radiosensibilité des organes traversés est égale-

ment essentiel pour limiter les e�ets globaux aux tissus sains, optimisant ainsi l'e�cacité du

traitement tout en réduisant les risques de complications.

Notons que les traitements de radiothérapie externe ne se font pas exclusivement avec des

photons. En e�et, l'utilisation de faisceau d'électron et de proton (protonthérapie) est une

pratique très répandue. En fait, n'importe quel type de particule, tel que les ions lourds, peut

être utilisé pour traiter une tumeur, pourvu que la particule en question ait des propriétés

ionisantes.

1.3.2. Radiobiologie

En radiobiologie, on évalue fréquemment la quantité de dommage létal en termes de cas-

sures double brin à l'ADN. Ces dommages se produisent lorsque la densité de dépôt d'énergie
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est élevée, pouvant résulter d'une forte dose administrée ou de l'utilisation de particules avec

un haut taux de transfert d'énergie linéique (TEL). Dans ce dernier cas, la distance entre

chaque dépôt d'énergie correspond approximativement à la taille de l'ADN, permettant à

une seule particule de provoquer des cassures double brin. Toutefois, les dommages causés

directement par les particules incidentes sont rares. En réalité, ces particules ionisent l'en-

vironnement, créant des radicaux libres (hydroxyle). Ce sont les radicaux libres qui sont

responsables de la majorité des dommages cellulaires. En présence de dioxygène, ces radi-

caux libres peuvent produire des composées de peroxyde d'hydrogène hautement réactif qui

ont la capacité de produire des dommages permanents à l'ADN. Ainsi, un tissu bien oxygéné

est généralement plus radiosensible, ce qui illustre l'e�et de l'oxygène.

Les cassures double brin sont particulièrement di�ciles à réparer pour une cellule et peuvent

entraîner sa mort. D'autres types de dommages, dits sublétaux, peuvent être complètement

réparés, à moins qu'ils ne soient trop nombreux. Pour protéger les cellules saines, il est

crucial de leur donner le temps de réparer ces dommages sublétaux entre les séances de

radiothérapie. De plus, les cellules ont tendance à retarder leur division pour se réparer

avant la mitose. Dans cette période, les cellules sont très vulnérables et une irradiation

supplémentaire pourrait être dévastatrice.

Par ailleurs, les tumeurs, souvent hypoxiques, sont moins radiosensibles. Espacer les irradia-

tions permet la réoxygénation des zones hypoxiques de la tumeur, exploitant ainsi l'e�et de

l'oxygène lors de l'irradiation suivante. Ce délai entre les séances d'irradiation est couram-

ment pratiqué, comme dans le traitement standard de la prostate par radiothérapie externe

qui prévoit, par exemple, 72 Gy en fractions de 2 Gy, cinq jours par semaine. Ce protocole

illustre les quatreR de la radiobiologie:

(1) Réparation : Permettre aux cellules saines de réparer les dommages entre les irra-

diations;

(2) Redistribution : Favoriser, chez les cellules saines, une progression vers des phases

du cycle cellulaire moins radiosensibles;

(3) Repopulation : Limiter la repopulation des cellules tumorales pendant les pauses

du traitement, ce qui pourrait réduire son e�cacité;

(4) Réoxygénation : Stimuler la revascularisation des zones hypoxiques de la tumeur

pour maximiser l'e�et de l'oxygène.

Les protocoles de traitement actuels jonglent avec ces quatreR dans le but de trouver un

équilibre qui maximise l'e�cacité du traitement sur la tumeur, tout en minimisant les impacts

sur les tissus sains. Di�érents modèles de survie cellulaire existent et varient en fonction du

type de rayonnement et de tissu. Pour comparer deux protocoles de traitement, on utilise la
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dose biologique e�cace (BED)

BED = n � d
�

1 +
d

�=�

�
; (1.3.1)

où n est le nombre de fractions,d la dose par fraction, et�=� un paramètre expérimental

qui indique la sensibilité d'un tissu aux e�ets radioinduits avec l'augmentation de la dose.

Plus précisément, les coe�cients� et � proviennent de la modélisation du taux de survie

cellulaire (S) par le modèle linéaire-quadratique

S = e� (�d + �d 2 ) : (1.3.2)

Plus le ratio �=� est élevé, plus le terme linéaire domine sur le terme quadratique, ce qui

conduit à une réponse précoce du tissu vis-à-vis de la dose administrée, ce qui est le cas des

tumeurs. Inversement, un ratio�=� faible rend le tissu plus sensible aux fortes doses vu la

dominance du terme quadratique. Ceci est généralement le cas pour les tissus sains. Ainsi,

augmenter le nombre de fractions tend généralement à protéger les tissus sains plus e�ca-

cement que la tumeur, comme le montre l'augmentation asymptotique de la BED lorsque le

nombre de fractions approche zéro. Donner une unique dose massive en une seule séance est

donc souvent considéré comme inapproprié.

1.4. Radiothérapie FLASH

1.4.1. Radiobiologie FLASH

Des méthodes innovantes comme la radiothérapie FLASH (RT-FLASH), avec des débits

de dose extrêmement élevés (plus de 40 Gy/s, comparativement à des débits de dose conven-

tionnels d'environ 0,03 Gy/s), proposent un fractionnement minimal, souvent en une seule

séance, suggérant un changement radical dans la gestion des traitements par radiothérapie.

Les dispositifs utilisés et les modalités d'administration du traitement sont très similaires à

ceux rencontrés dans les traitements conventionnels, mais les débits ultra-élevés exploitent

l'e�et FLASH, un phénomène biologique qui permet de préserver les tissus sains tout en

maintenant une e�cacité élevée contre les tumeurs. Cette approche révolutionnaire pour-

rait non seulement réduire les e�ets secondaires tardifs, mais aussi améliorer la qualité de

vie des patients en raccourcissant considérablement la durée des traitements. En e�et, des

observations récentes en RT-FLASH montrent des résultats intrigants, comme une réduction

signi�cative des dommages aux tissus sains comparée à la radiothérapie conventionnelle,

malgré des dommages cumulatifs équivalents aux tumeurs [13, 14, 15, 16 ]. Ces résultats
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contestent les croyances actuelles sur les relations dose-e�et, en particulier en ce qui concerne

l'induction de �brose pulmonaire et d'e�ets cutanés chez des animaux, qui nécessitent une

dose plus élevée pour produire un e�et similaire en mode FLASH [17, 18, 19].

Plusieurs hypothèses ont été proposées pour expliquer ces observations, incluant l'équilibre

hypoxique transitoire [20, 21], l'hypothèse immunitaire [22, 23], l'inversion de la pompe

à électrons des mitochondries et autres [24]. Ces théories, si validées, pourraient remettre

en question les principes traditionnels de la radiobiologie et ouvrir la voie à des stratégies

thérapeutiques plus e�caces et moins nocives. Passons en revu les deux hypothèses les plus

simples, soit l'équilibre hypoxique transitoire et l'hypothèse immunitaire.

1.4.1.1. Équilibre hypoxique transitoire. Comme évoqué précédemment, l'oxygène pré-

sent dans les tissus stimule la formation de radicaux libres durant l'irradiation. Lors d'une

radiothérapie conventionnelle, qui peut s'étendre sur plusieurs dizaines de minutes, les tissus

sont continuellement réoxygénés par la circulation sanguine, permettant ainsi une produc-

tion soutenue de radicaux libres. Toutefois, dans le contexte d'un débit de dose très élevé,

la consommation d'oxygène pour la production de peroxyde d'hydrogène dépasse l'apport

en oxygène au tissu, conduisant à une saturation de la production de ce composé. Cette

situation entraîne un état hypoxique transitoire qui limite la production de radicaux libres,

protégeant ainsi le tissu de manière similaire à ce qui se passe dans les tumeurs hypoxiques.

En e�et, à mesure que le débit de dose s'accroît, la survie cellulaire se rapproche de celle

observée dans des conditions de plus en plus hypoxiques. L'augmentation du débit de dose

jusqu'à dépasser théoriquement le taux d'apport en oxygène pourrait donc avoir un e�et

protecteur sur les tissus sains. Paradoxalement, cet e�et n'est pas observé pour les tissus

cancéreux, particulièrement dans les zones hypoxiques de la tumeur qui ne pro�tent pas de

l'e�et FLASH, étant déjà en dé�cit d'oxygène.

1.4.1.2. Hypothèse immunitaire. Lors d'un traitement par radiothérapie avec des débits

de dose conventionnel, la dose est répartie sur plusieurs fractions étalées sur une longue

période, exposant presque la totalité du volume sanguin à recevoir une dose signi�cative.

Ceci a�ecte les cellules T circulant dans le sang. À l'opposé, en RT-FLASH, la dose est

administrée en une fraction de seconde et en beaucoup moins de fractions, ce qui réduit

drastiquement le volume sanguin irradié et, par conséquent, le nombre de cellules T a�ectées.

Le volume sanguin en question recevra e�ectivement une dose considérable, mais le reste du

volume sanguin sera épargné, ce qui diminuera les e�ets globaux du traitement sur le système

immunitaire. Comme les cellules T jouent un rôle dans la prévention et le combat contre le
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cancer, l'e�cacité du traitement à très haut débit de dose serait théoriquement supérieure à

celui avec des débits conventionnels.

1.4.2. Production de faisceaux FLASH

Plusieurs appareils peuvent être adaptés pour générer des débits de dose FLASH, no-

tamment en modi�ant un irradiateur biologique à rayons X kV, en ajustant une source MV

à électron intraopératoire, en convertissant un synchrotron à rayons X, ou en utilisant une

unité de protonthérapie ou des accélérateurs linéaires (LINAC) cliniques [25]. Pour les LI-

NAC, il est nécessaire d'augmenter la dose par impulsion, d'ajuster la radiofréquence du

guide d'onde, et de tirer parti de la loi de l'inverse du carré de la distance en rapprochant

la source de l'échantillon. Il est aussi essentiel de retirer la cible conventionnelle dans la

tête du LINAC et de la remplacer par une simple feuille de di�usion. Avec les technologies

actuelles, il est possible d'introduire cliniquement la RT-FLASH avec des électrons et des

protons. Néanmoins, atteindre un haut débit de dose avec des photons présente des dé�s

notables en raison de l'e�cacité réduite du bremsstrahlung (quelques %), nécessaire pour

produire des photons.

1.4.3. Mesures et dosimètres en FLASH

La dosimétrie en FLASH, caractérisée par des débits de dose extrêmement élevés, présente

des dé�s spéci�ques par rapport aux méthodes conventionnelles. Di�érentes approches ont

été explorées pour répondre à ces exigences uniques.

� Films radiochromiques : Les �lms radiochromiques sont largement utilisés en

dosimétrie FLASH en raison de leur indépendance au débit de dose [26] et de leur

résolution spatiale élevée. Ils o�rent une incertitude d'environ 5% en mode FLASH

[27]. Toutefois, leur réponse est dépendante du transfert linéique d'énergie (TEL),

ce qui peut introduire des biais dans certaines con�gurations, particulièrement pour

des faisceaux de protons [28].

� Chambres à ionisation : Nécessitent des corrections importantes pour la recom-

binaison des ions, en particulier à des débits de dose élevés [29, 30]. Le volume

sensible de la chambre peut être réduit pour pallier les e�ets de saturation, mais cela

est actuellement limité par des contraintes mécaniques.
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� Dosimètres à semiconducteur : Ils présentent une recombinaison similaire à

celle des chambres à ionisation, mais avec la possibilité de réduire la sensibilité en

ajustant le volume actif [27].

� Fibres scintillantes : Les scintillateurs plastiques constituent une solution promet-

teuse en dosimétrie FLASH grâce à leur réponse linéaire et reproductible, même à

des débits de dose extrêmement élevés. Leur principal avantage réside dans leur

indépendance au LET, en particulier pour les ions lourds, et leur absence d'in�uence

notable en présence d'électrons [31].

� Calorimétrie : Indépendante du débit de dose, cette technique est utilisée avec des

calorimètres en graphite qui o�rent une précision remarquable, mais nécessitent des

conditions spéci�ques, comme un fonctionnement en régime quasi adiabatique [32].

� Alanine : L'alanine est un dosimètre couramment utilisé en dosimétrie absolue,

notamment en raison de sa faible dépendance en énergie, ce qui en fait une méthode

robuste pour diverses applications. Cependant, une des limitations de ce dosimètre

est que son incertitude augmente à faible dose [27].

� Dosimétrie de Fricke : Basée sur l'oxydation du fer en solution [33], elle o�re des

propriétés similaires à celles de l'eau, mais est limitée par un e�et de saturation, qui

peut être contourné en augmentant la concentration en oxygène [34].

� Cherenkov : Une méthode de dosimétrie optique qui o�re une excellente résolution

spatiale et temporelle, bien qu'elle ne soit pas directement proportionnelle à la dose

absorbée [27].

� Toroïdes : Utilisés pour mesurer la �uence des faisceaux avec une incertitude de 0,5%

en mode conventionnel et de 3% en FLASH [35].

Les �lms radiochromiques se démarquent parmi ces méthodes grâce à leur indépendance par

rapport au débit de dose, à leur �exibilité et à leur facilité d'utilisation. Contrairement aux

techniques nécessitant des corrections pour la recombinaison ou la saturation, comme pour

les chambres à ionisation, les dosimètres à semi-conducteur et les dosimètres de Fricke, les

�lms radiochromiques permettent une mesure directe avec une bonne résolution.
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Cependant, l'incertitude de 5% rencontré avec les �lms radiochromiques reste supérieure à

celle d'autres méthodes, comme l'alanine, qui atteint des incertitudes inférieures à 1,06%

dans certaines conditions [36]. Par ailleurs, l'analyse des �lms radiochromiques peut être

faite localement dans un délai relativement court, contrairement à l'alanine, qui nécessite

une analyse en laboratoire standard tel que le Conseil national de recherches du Canada

(CNRC). De plus, l'incertitude encourue avec les �lms radiochromiques peut, en partie, être

réduite en répétant les mesures plusieurs fois.

Également, l'utilisation de dosimètres ponctuels tels que les chambres à ionisation, les �bres

scintillantes, les calorimètres et les dosimètres à semi-conducteur nécessiterait des milliers

d'irradiations supplémentaires pour atteindre le même niveau de détail o�ert par les �lms

radiochromiques.

Les toroïdes, quant à eux, sont très utiles pour monitorer la dose, à condition de connaître le

spectre du faisceau, mais ne fournissent aucune information sur la distribution de dose. L'im-

plémentation de techniques telles que la dosimétrie de Fricke ou par rayonnement Cherenkov

ainsi que l'assurance qualité de ces dernières serait, en soi, un projet trop chronophage pour

être réalisable dans le cadre d'une maîtrise.

Ainsi, l'utilisation de �lms radiochromiques demeure la meilleure option à court et moyen

terme pour la caractérisation des faisceaux d'électrons FLASH dans le cadre de ce mémoire,

d'autant plus qu'ils sont accessibles.

1.4.4. Introduction de la RT-FLASH en clinique

L'introduction de la RT-FLASH en milieu clinique présente plusieurs dé�s signi�catifs.

Premièrement, la calibration et la standardisation des équipements pour assurer la précision

des doses délivrées à très haut débit sont complexes. Les protocoles de dosage doivent être

extrêmement précis pour éviter les risques de surdosage ou de sous-dosage, ce qui pourrait

compromettre l'e�cacité du traitement ou augmenter les risques pour les patients. Deuxiè-

mement, la modi�cation des équipements existants, tels que les LINAC, pour atteindre les

débits de dose requis par la RT-FLASH, nécessite des ajustements technologiques avancés

et coûteux, y compris des changements dans la source de radiation et le mécanisme de déli-

vrance. Les conditions nécessaires en RT-FLASH poussent les LINAC à des limites jamais

atteintes en clinique. On doit s'attendre à devoir évoluer avec des phénomènes physiques

encore méconnus ou dont les e�ets étaient limités jusqu'à maintenant. En�n, il y a des pré-

occupations liées à la radioprotection, notamment contre les fuites instantanées de grande

quantité de rayonnement dues à l'intensité accrue des faisceaux utilisés en RT-FLASH. Tous
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ces éléments nécessitent une plani�cation minutieuse, des investissements substantiels, et

une formation spécialisée pour les équipes cliniques.

1.5. Objectif du mémoire

Pour faciliter la recherche préclinique et l'introduction de la RT-FLASH, il est nécessaire

de pouvoir calculer correctement les doses administrées. Comme les faisceaux FLASH en

électrons sont les plus accessibles économiquement et pratiquement, une attention particu-

lière sera portée à ce type de dispositif. La simulation Monte-Carlo (MC) est indubita-

blement la méthode la plus �able et précise pour calculer la dose délivrée par un faisceau

d'électrons. Ce mémoire vise à obtenir un modèle MC d'un LINAC, spéci�quement pour un

faisceau d'électrons FLASH délivré par un dispositif mobile nommé le Mobetron (IntraOp,

Sunnyvale CA), à des �ns de calcul de dose, d'optimisation d'applicateur et, ultimement,

de plani�cation de traitement. Les méthodes exposées dans les prochains chapitres peuvent

également être utilisées pour modéliser n'importe quel LINAC.

En excluant l'introduction (chapitre 1) et la conclusion (chapitre 5), ce mémoire est divisé

en trois chapitres.

� Chapitre 2 : Le chapitre 2 résume les principes derrière la modélisation MC d'un

LINAC. Plus spéci�quement, il passe en revue les principales composantes d'un

LINAC, les di�érentes interactions possibles entre les électrons et les photons avec la

matière, et discute sommairement du système de simulation MC EGSnrc ainsi que des

étapes nécessaires pour recréer les matériaux et la géométrie requis dans ce dernier.

Une des composantes clés de la modélisation MC est la modélisation de la source

du faisceau. Les techniques actuelles de modélisation spectrale inverse de la source,

particulièrement la reconstruction gaussienne et le recuit simulé, seront alors abor-

dées puis implémentées. La fonction de coût associée au problème d'optimisation du

spectre ainsi que les di�érentes techniques de régularisation seront également décrites.

� Chapitre 3 : Dans le chapitre 3, une nouvelle approche est proposée pour résoudre

le problème de reconstruction spectrale inverse. Cette méthode repose sur la

modélisation du guide d'ondes du LINAC, entièrement fondée sur des arguments

physiques. Le chapitre débute par la résolution du champ électrique à l'intérieur d'un

guide d'ondes uniforme. Ensuite, quelques aspects importants des guides d'ondes

sont discutés. La formulation de la dynamique relativiste des électrons dans le cadre

de la solution précédemment obtenue, simpli�ée à l'aide d'arguments raisonnables,
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est ensuite exposée. Il est démontré qu'il est possible de résoudre la cinématique

des électrons de manière analytique a�n d'obtenir le spectre d'énergie généré par

le guide d'ondes. La possibilité de résoudre cette cinématique de façon numérique,

grâce à la méthode de Runge-Kutta, est ensuite introduite pour o�rir plus de

�exibilité quant au modèle utilisé pour le champ électrique. Les solutions spectrales

issues des méthodes analytique et numérique sont comparées pour valider les deux

approches. Une étude des paramètres du guide d'ondes est également réalisée a�n

d'évaluer l'importance de chaque paramètre sur la forme �nale du spectre. Une

modélisation approfondie des di�érents e�ets susceptibles d'a�ecter l'amplitude

du champ électrique à l'intérieur du guide d'onde est ensuite e�ectuée, montrant

qu'il est pratiquement impossible de maintenir une amplitude constante dans le

temps. L'impact de ces variations d'amplitude sur la forme �nale du spectre est

analysé. Pour pallier à ces variations inévitables, une méthode adaptée d'estimation

du spectre, qui constitue l'innovation proposée dans ce mémoire, est �nalement

présentée.

� Chapitre 4 : La méthode exposée au travers du chapitre 3 constitue une nouveauté

qui a mené à la rédaction d'un article qui fait l'objet du chapitre 4. Dans cet article,

la méthode proposée, ainsi que celles décrites au chapitre 2, sont appliquées pour

obtenir une modélisation MC du Mobetron pour ses faisceaux UHDR. Les mesures

expérimentales e�ectuées pour ajuster les modèles y sont décrites. De plus, plusieurs

e�ets susceptibles d'in�uencer l'exactitude des mesures en mode FLASH ont été

examinés a�n de con�rmer la validité des résultats obtenus. En�n, les performances

des di�érentes méthodes de modélisation de la source sont comparées.
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Chapitre 2

Modélisation Monte-Carlo d'un LINAC

2.1. Composantes d'un LINAC

Avant de commencer à modéliser un LINAC, on doit connaître et comprendre le rôle

des principaux éléments qui le compose. Les principales composantes d'un LINAC sont

schématisées dans la �gure 2.1.

Tout commence avec l'injecteur, qui est essentiel pour générer le faisceau d'électrons. Pour ce

faire, on chau�e une cathode, qui est généralement un simple �l de tungstène. Le chau�age

de la cathode à très haute température permet à des électrons de s'échapper du métal

par émission thermoïonique. Les électrons émis sont ensuite attirés vers une anode chargée

positivement, leur fournissant une accélération initiale. Pour former un faisceau cohérent, les

électrons sont dirigés et focalisés par des dispositifs comme des lentilles électromagnétiques

ou des solénoïdes, qui utilisent des champs magnétiques pour contrôler la trajectoire des

électrons.

En parallèle à l'injecteur, un dispositif appelé le magnétron, ou klystron, se charge de générer

des ondes radiofréquences (RF). Le magnétron convertit l'énergie électrique en énergie micro-

ondes par l'interaction des électrons avec un champ magnétique dans une chambre à vide.

Ces électrons, émis par une cathode, sont canalisés en spirales par le champ magnétique vers

une anode cylindrique, ce qui produit des ondes RF au travers de cavités résonantes. Ces

ondes RF sont ensuite guidées vers les cavités du guide d'onde pour accélérer le faisceau

d'électrons.

L'apport constant d'ondes RF dans le guide d'onde permet de maintenir un champ électrique

oscillant de très grande amplitude sur l'axe central du guide d'onde. Les électrons provenant

de l'injecteur seront ainsi accélérés par ce champ électrique de haute intensité, pour atteindre



Fig. 2.1. Schéma des principales composantes d'un LINAC.

des vitesses avoisinant celle de la lumière. Le fonctionnement de cette composante sera

approfondi ultérieurement.

À la sortie du guide d'onde, on trouve l'aimant de dé�exion. Cet aimant génère un champ

magnétique transversal qui agit sur les particules chargées, les forçant à changer de direction

selon la force de Lorentz. La force magnétique appliquée est proportionnelle à la charge de

la particule et à sa vitesse (ou à son énergie), permettant une manipulation précise de la

trajectoire du faisceau, mais aussi de l'énergie du faisceau à la sortie de l'aimant. En e�et, les

particules ayant les énergies appropriées sont déviées au bon angle, tandis que celles avec des

énergies incorrectes sont soit trop, soit insu�samment déviées. Les LINAC conventionnels

sont tous équipés d'aimants de dé�exion, leur permettant d'obtenir un faisceau avec une

distribution énergétique très �ne. Cependant, les LINAC sans aimant de dé�exion deviennent

de plus en plus courants. En e�et, certains appareils de radiothérapie moderne, notamment

le CyberKnife, le MR LINAC, Ethos, Halcyon ou des appareils intraopératoires mobiles,

nécessitent des accélérateurs plus compacts. Le faisceau est alors injecté dans le collimateur

primaire sans être �ltré.

Les électrons traversent ensuite le collimateur primaire. Ce système complexe comprend

plusieurs composantes clés, dont le principal rôle est de façonner le faisceau. Tout d'abord,

la cible est frappée par les électrons pour générer des photons par rayonnement de freinage

et pour faire diverger le faisceau. Le �ltre égalisateur est ensuite utilisé pour homogénéiser

le faisceau, de sorte à obtenir une dose similaire sur toute la largeur du faisceau. Cependant,
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cette composante est de moins en moins utilisée dans les LINAC modernes. La chambre à

ionisation, située après le �ltre, mesure la quantité totale de radiation délivrée, permettant

le suivi de la dose administrée lors du traitement. Les mâchoires, qui sont des blocs de

collimation réglables, délimitent la taille du faisceau, bloquant les rayonnements hors de la

zone cible. En�n, le collimateur multilames (MLC) permet de moduler �nement le faisceau,

permettant des traitements conformés autour des contours de la tumeur, ou simplement

d'obtenir une forme et une taille de champ voulue. Les MLC sont utilisées pour les LINAC

produisant des faisceaux de photons. Dans le cas d'un faisceau d'électrons, on utilise plutôt

des applicateurs, formés d'un cône et d'un insert généralement faits de cerrobend ou de

plastique dense, a�n de �naliser la forme du faisceau. Notons aussi que pour un faisceau

d'électrons, la cible est remplacée par une simple feuille de di�usion et le �ltre aplatisseur

est beaucoup plus mince que celui nécessaire à un faisceau de photons. De plus, la majorité

des pièces métalliques peuvent être remplacées par du plastique a�n d'éviter le rayonnement

de freinage à l'intérieur du collimateur primaire.

2.2. Interactions dans la matière

Dans les domaines où l'on étudie le rayonnement ionisant, on s'intéresse au di�érentes

interactions possibles des particules ionisantes avec la matière. Plus spéci�quement, on aime

connaître la probabilité qu'une certaine interaction ait lieu. À partir des sections e�caces

atomiques d'interaction, généralement notées� Interaction,a , on peut déduire ces probabilités

par l'intermédiaire du coe�cient d'atténuation linéaire

� Interaction = �
NA

A
� Interaction,a ; (2.2.1)

où � est la densité de masse du matériau,NA le nombre d'Avogadro etA la masse molaire

du milieu. Les sections e�caces d'interaction sont obtenues par calcul à partir des principes

de la mécanique quantique et de l'électrodynamique quantique ou expérimentalement. En

radiothérapie, on s'intéresse surtout aux interaction des photons et des électrons avec la

matière. Dans la prochaine section, on passe en revue les principales interactions possibles

pour ces deux types de particules.

2.2.1. Interactions des photons avec la matière

2.2.1.1. Di�usion Rayleigh. La di�usion Rayleigh est un type d'interaction élastique où

les photons sont di�usés par les atomes sans transfert d'énergie signi�catif. Cette di�usion est

prédominante pour des photons de très basses énergies et contribue à la di�usion du faisceau
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sans ioniser le milieu. La probabilité de cette interaction est quadratiquement in�uencée par

le numéro atomiqueZ et diminue avec l'augmentation de l'énergie du photon

� Rayleigh (Z; h� )
�

=
NA

A
� Rayleigh,a (Z; h� ) �

NA

A
f Rayleigh (h� )Z 2; (2.2.2)

où h� l'énergie du photon etf Rayleigh,a (h� ) est une fonction qui dépend seulement de l'énergie

du photon.

2.2.1.2. E�et photoélectrique. L'e�et photoélectrique se produit lorsque un photon est

absorbé par un atome, ce qui se solde par l'éjection d'un électron de la couche électronique.

Cette interaction est plus probable pour des photons de basse énergie et dépend fortement

du numéro atomiqueZ du matériau

� Photo (Z; h� )
�

=
NA

A
� Photo,a (Z; h� ) �

NA

A
f Photo (h� )Z 5: (2.2.3)

2.2.1.3. Di�usion Compton. La di�usion Compton survient quand un photon interagit

avec un électron d'un nuage atomique, se di�usant avec une énergie réduite tandis que

l'électron est éjecté. Cette interaction est dominante à des énergies intermédiaires. De plus,

cette interaction est plus probable de survenir avec des matériaux de hautZ et des angles

de di�usions faibles

� Compton (Z; h� )
�

=
NA

A
� Compton,a (Z; h� ) �

NA

A
f Compton (h� )Z: (2.2.4)

2.2.1.4. Création de paires. À haute énergie, les photons peuvent créer une paire

électron-positron en interagissant avec le champ électrique d'un noyau atomique. Cette

réaction est possible seulement pour des photons d'énergie supérieure à 1.022 MeV, corres-

pondant à l'énergie de masse de l'électron et du positron créé. Cette interaction est plus

probable avec des milieux de hautZ et domine particulièrement à haute énergie

� Paire (Z; h� )
�

=
NA

A
� Paire,a (Z; h� ) �

NA

A
f Paire (h� )Z 2: (2.2.5)

2.2.1.5. Atténuation des photons et probabilité totale d'interaction. Les méca-

nismes d'interaction précédents sont chacun plus ou moins probable selon l'énergie du photon

et le numéro atomique du matériau traversé par le photon. À tout moment, le photon peut

interagir par l'un ou l'autre de ces mécanismes. La probabilitéP(x) qu'un photon n'ait pas

interagi après avoir voyagé sur une distancex, sachant que sa probabilité d'existence était

de P(0) à x = 0, est donnée par

P(x) = P(0)e� �x ; (2.2.6)
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où � est le coe�cient d'atténuation linéaire total, obtenu par la somme des coe�cients

d'atténuation de toutes les interactions possibles

� = � Photo + � Compton + � Paire + � Rayleigh : (2.2.7)

Ce coe�cient illustre la probabilité totale que le photon interagisse par n'importe quel mé-

canisme en traversant le matériau. En pratique, on se réfère à des tables fournies par des

bases de données tel queXCOM du National Institute of Standards and Technology(NIST).

À la �gure 2.2, on trouve les données obtenues pour l'oxygène à �n d'exemple. Pour obtenir

les probabilités des di�érentes interactions, il su�t de diviser chaque courbe par la courbe

du total en noir.

Fig. 2.2. Coe�cient d'atténuation massique en fonction de l'énergie du photon dans de

l'oxygène (Z = 8) pour la di�usion Rayleigh (Coherent Scattering), la di�usion Compton

(Incoherent Scattering), l'e�et photoélectrique (Photoelectric Absorption) et la création de

paires (Pair Production). (Données du NIST)
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2.2.2. Interactions des électrons avec la matière

2.2.2.1. Di�usion élastique. Les électrons di�usent élastiquement sur les noyaux ato-

mique, changeant de trajectoire sans perdre d'énergie. Cette interaction est plus fréquente

pour des électrons de basse énergie, avec des matériaux à haut numéro atomique et pour des

petits angles de di�usion.

2.2.2.2. Di�usion inélastique. Les électrons perdent de l'énergie par ionisation et excita-

tion des atomes qu'ils traversent. Le taux de perte d'énergie est plus élevé pour des électrons

de faibles énergies et pour des matériaux de hautes densités.

2.2.2.3. Bremsstrahlung (Rayonnement de freinage). Les électrons peuvent perdre de

l'énergie en émettant des photons lorsqu'ils sont déviés par le champ électrique des noyaux.

Cet e�et est plus signi�catif pour des électrons de haute énergie et pour des matériaux à

haut Z .

2.2.2.4. Pouvoir d'arrêt des électrons. Le parcours d'un électron est beaucoup plus

chaotique que celui d'un photon. Malheureusement, il n'existe pas d'équivalent aussi simple

à la loi d'atténuation 2.2.6 dans le contexte des électrons, car ces derniers interagissent et

perdent constamment de l'énergie. Cependant, à partir du taux de perte d'énergie collision-

nelle, on peut estimer la portée d'un électron par l'approximation CSDA (Collision Stopping

Power Approximation). Le parcours CSDA est essentiellement la distance moyenne que par-

court une particule chargée dans un matériau avant que son énergie ne soit réduite à un

niveau où elle ne peut plus causer d'ionisation signi�cative. Par contre, cette approximation

néglige les pertes radiatives comme le Bremsstrahlung. Le parcours CSDA peut être calculé

en intégrant le pouvoir d'arrêt collisionnelSCol sur l'énergie de la particule

CSDA =
Z

dT
SCol (T)

: (2.2.8)

Les pouvoirs d'arrêts de chaque interaction peuvent être obtenus dans des bases de données

tels queestar, aussi du NIST. La �gure 2.3 présente les contributions des pouvoirs d'arrêt

radiatif et collisionnel au pouvoir d'arrêt total pour un électron de di�érentes énergies dans

l'oxygène. Il existe des algorithmes MC qui intègrent di�érents modèles comme le parcours

CSDA, mais aussi des modèles de di�usions multiples et de perte radiative a�n de capturer

toutes les nuances du transport de l'électron et d'obtenir une solution macroscopiquement

correcte.
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Fig. 2.3. Pouvoir d'arrêt collisionnel (Collision Stopping Power), radiatif ( Radiative Stop-

ping Power) et total en fonction de l'énergie de l'électron dans de l'oxygène (Z = 8). (Don-

nées du NIST)

2.3. Méthode Monte-Carlo

La méthode Monte-Carlo est une technique de simulation numérique qui repose sur l'uti-

lisation de séquences de nombres aléatoires pour résoudre des problèmes mathématiques

complexes. Cette approche est particulièrement e�cace pour modéliser des phénomènes où

la probabilité des di�érents événements possibles sont connus. Elle est utilisée dans une

variété de domaines, incluant la physique, la �nance et l'ingénierie.

En physique, la méthode Monte-Carlo est couramment appliquée dans les simulations de

processus aléatoires tels que le transport du rayonnement, où elle permet d'estimer les dis-

tributions de particules et d'énergie dans des milieux complexes. Cela inclut des applications

spéci�ques comme le calcul de la dose en radiothérapie, la modélisation de phénomènes cli-

matiques, et même la conception de réacteurs nucléaires.

La force de la méthode Monte-Carlo réside dans sa �exibilité. Elle n'est pas limitée par

la complexité mathématique des équations, ce qui fait d'elle un outil incontournable pour

analyser des systèmes où les solutions analytiques sont di�ciles, voir impossibles à obtenir.
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2.3.1. Fonctionnement

Supposons que nous voulons simuler le transport d'un photon à travers un milieu homo-

gène et in�ni composé d'eau, à partir de son point d'origine jusqu'à ce qu'il soit absorbé ou

qu'il quitte la région d'intérêt. Le photon est initialement émis avec une énergie de 1 MeV.

Les interactions possibles à cette énergie sont l'e�et photoélectrique, la di�usion Rayleigh

et la di�usion Compton. La probabilité d'interaction par unité de longueur, ou coe�cient

d'atténuation total � , peut être obtenue à partir des tablesXCOM pour l'eau à cette énergie

spéci�que. On trouve � = 0:07072cm� 1. Avec l'équation 2.2.6, dans le cas où l'on sait que

le photon existe àx = 0, on a queP(0) = 1 . La probabilité r que le photon interagisse après

avoir parcouru une distancex est trivialement donnée par 1 moins la probabilité qu'il n'ait

pas interagit

) r = 1 � P(x)

= 1 � e� �x :
(2.3.1)

En isolant x, on trouve

x = �
1
�

ln(1 � r ): (2.3.2)

Cette équation est en fait une fonction de répartition qui décrit la distance parcourue par le

photon selon une certaine probabilité. On peut ainsi piger un nombre aléatoirer (uniformé-

ment distribué entre 0 et 1) pour calculer la distancex que le photon va parcourir avant la

première interaction. On tire r = 0:77, ce qui correspond àx = 20:8 cm avec le coe�cient

d'atténuation total trouvé précédemment pour l'eau.

Une fois la distance parcourue, on doit déterminer le type d'interaction en tirant un autre

nombre aléatoire et en le comparant aux sections e�caces relatives de chaque type d'inter-

action, proportionnelles à leurs contributions dans le coe�cient d'atténuation total. Dans

les tables deXCOM, on trouve � Photo = 3:681� 10� 6 cm� 1, � Rayleigh = 5:627� 10� 5 cm� 1 et

� Compton = 7:066� 10� 2 cm� 1, ce qui, une fois rapporté au coe�cient d'atténuation total,

correspond à des probabilités respectives de0:005%, 0:08%et 99:9%environs. Sans surprise,

la di�usion Compton a gagné au tirage.

Maintenant, on peut échantillonner l'angle de di�usion du photon en utilisant la section

e�cace di�érentielle de la di�usion Compton donnée par l'équation de Klein-Nishina. Disons

que l'on obtient 15� . L'énergie de l'électron éjectéT et du photon di�usé h� 0 est liée aux
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lois de cinématique à partir desquels on peut trouver

T = h�
h�

mec2 (1 � cos� )

1 + h�
mec2 (1 � cos� )

; (2.3.3)

h� 0 =
h�

1 + h�
mec2 (1 � cos� )

: (2.3.4)

Avec l'angle de di�usion déterminé précédemment, on trouveh� 0 � 0:882MeV et T � 0:118

MeV.

On peut ensuite simuler le transport de l'électron par la CSDA ou en utilisant un algorithme

plus sophistiqué, avant de tirer une distance de déplacement pour le photon di�usé, puis

piger la nouvelle interaction après le déplacement, etc. On e�ectue ces étapes en boucle

jusqu'à ce que le transport de toutes les particules secondaires ait été simulé. Finalement,

on recommence avec l'émission d'un nouveau photon de 1MeV au point d'origine.

Cet exemple simple met en lumière les di�érents processus derrière le fonctionnement des

logiciels de transport de radiation par simulation MC tel que GEANT4 et EGSnrc.

2.3.2. Système EGSnrc

EGSnrc est un logiciel de simulation largement utilisé pour modéliser le transport de

photons et d'électrons dans divers milieux. EGSnrc est particulièrement reconnu pour sa

précision et sa �abilité dans le domaine médical, notamment en radiothérapie et en radiologie.

BEAM et DOSRZ sont les deux principaux modules de EGSnrc utilisés dans le cadre de ce

mémoire.

Le module BEAM, spéci�que à EGSnrc, est conçu pour simuler le transport de faisceaux

d'électrons et de photons au travers des composantes du collimateur primaire d'un LINAC.

De plus, les utilisateurs peuvent dé�nir la géométrie des composantes dans un environne-

ment graphique, facilitant l'ajustement des paramètres et la visualisation des composantes

modélisées.

Le module DOSRZ est utilisé pour calculer la distribution de dose dans un cylindre, ba-

sée sur la symétrie rotationnelle. Ce module est particulièrement utile pour la dosimétrie

en radiothérapie, car il permet de calculer les dépôts de dose dans des volumes cibles de

di�érentes tailles et matériaux.
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Ensemble, les modulesBEAM et DOSRZ peuvent être utilisés pour modéliser un LINAC

et valider l'exactitude du modèle en comparant les doses calculées à celles obtenues expéri-

mentalement.

2.4. Géométrie et matériaux

Les premières étapes de la modélisation MC d'un LINAC [37] sont cruciales pour assurer

l'exactitude des simulations ultérieures.

On doit premièrement recueillir toutes les informations nécessaires concernant les matériaux

ainsi que la con�guration géométrique du collimateur primaire, et des applicateurs s'il y en

a. Ces informations peuvent généralement être obtenues directement auprès du fabricant

de l'accélérateur. Il est important de disposer des spéci�cations exactes a�n de reproduire

�dèlement les conditions physiques à l'intérieur du modèle. En fait, le succès du modèle MC

dépend essentiellement de l'exactitude de l'information recueillie.

Une fois les informations obtenues, il faut créer les matériaux présents dans le collimateur

primaire et les applicateurs. Si on utilise EGSnrc pour créer le modèle MC, on peut utiliser

l'interface graphiqueegsgui, dans lequel on peut spéci�er les compositions élémentaires et les

densités de chaque matériau. Ces détails permettront de créer un �chierpegs4, qui contiendra

les données nécessaires sur les interactions des particules avec les matériaux.

Le moduleBEAM d'EGSnrc permet de modéliser la géométrie d'un LINAC et de prendre

un modèle de source quelconque en entrée. Cette étape implique de dé�nir les dimensions et

les formes de tous les composants structurels du collimateur primaire, en respectant autant

que possible les spéci�cations du fabricant. La précision des simulations ultérieures est

directement liée à la �délité de la géométrie modélisée par rapport à la réalité. De plus, les

simulations e�ectuées avec le module BEAM permettent de dé�nir des plans qui enregistrent

l'état de chaque particule lors de son passage, soit, minimalement, le type de particule,

l'énergie, et la direction. Ces informations sont sauvegardées dans ce que l'on appelle un

espace de phase, qui contient tous les détails d'un faisceau à un endroit spéci�que. Cet

espace de phase peut ensuite être utilisé comme entrée pour d'autres simulations, telles

qu'une simulation BEAM des applicateurs ou simplement pour simuler la dose dans un

fantôme.

Pour valider le modèle MC, il est nécessaire d'utiliser un fantôme de référence dans lequel

les doses simulées peuvent être comparées à des mesures expérimentales. Le moduleDOSRZ

o�re une géométrie cylindrique, tandis queDOSXYZ, moins rapide, permet de travailler
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avec une géométrie cartésienne. Le choix du module pour la simulation de dose dépend de la

nécessité, ou non, de modéliser l'anisotropie du faisceau simulé. En e�et, le moduleDOSRZ

intègre la dose angulairement pour réduire l'incertitude et accélérer la simulation, ce qui

élimine la dépendance angulaire de la distribution de dose.

Une attention particulière aux détails lors des étapes préparatoires mentionnées précédem-

ment permettra d'obtenir un modèle MC �able et plus facile à a�ner ensuite.

2.5. Énergie de la source

2.5.1. Reconstruction inverse

2.5.1.1. Principes. L'une des étapes les plus complexes de la modélisation MC est in-

déniablement de trouver le bon modèle d'énergie, c'est-à-dire le spectre de la source. Les

approches proposées dans ce mémoire reposent sur la reconstruction inverse du spectre [38].

Ce type de reconstruction est rendu possible par le fait que les histoires d'une simulation

MC sont statistiquement indépendantes. Il en résulte que les simulations de chaque énergie

le sont également. Ainsi, une distribution de dose arbitraireD (~x) peut être exprimée par

une intégrale de Fredholm du premier type

D (~x) =
Z Tmax

Tmin

D (~x; T)� (T)dT; (2.5.1)

où D (~x; T) est la dose associée à un faisceau monoénergétique d'énergieT à la sortie du

guide d'onde, et� (T) est le spectre à la sortie du guide d'onde. Sous forme discrète, cette

intégrale devient

D (~x) �
nX

l=1

D (~x; Tl )� (Tl )� Tl ; (2.5.2)

où � Tl est l'incrément d'énergie entre chaque énergie simulée. Notez que cet incrément n'est

pas nécessairement constant et peut varier à chaque énergieTl . On peut également exprimer
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le membre de droite de cette dernière équation sous forme matricielle

nX

l=1

D (~x; Tl )� (Tl )� Tl = K (~x; T)� (T);

K (~x; T) =

0

B
B
@

D~x1 ;T1 � � � D~x1 ;Tn

...
. . .

...

D~xm ;T1 � � � D~xm ;Tn

1

C
C
A ;

� (T) =

0

B
B
@

� 1
...

� n

1

C
C
A ;

(2.5.3)

où D~xk ;Tl est la dose simulée au point~xk pour l'énergie Tl et � l est le coe�cient spectral

associé à l'énergieTl . À noter que l'équation précédente peut être utilisée dans le nombre de

dimensions souhaité. Il su�t d'être cohérent dans la façon d'ordonnancer les coe�cients dans

le vecteur D (~x) et dans chaque colonne de la matriceK (~x; T). Ainsi, ~x est seulement une

étiquette pouvant représenter la dose en un point de l'espace 3D, pour une distance entre

la source et la surface (SSD) donnée, une taille de champ donnée, un applicateur donné,

etc. Cela permet de solutionner le spectre en incluant simultanément l'ensemble des mesures

expérimentales.

Cela conduit à un problème d'optimisation sur� (T), où l'on cherche à minimiser la distance

entre la distribution de dose reconstruiteK (~x; T)� (T) et la distribution de dose mesurée

D (~x). La fonction de coût associée à cette minimisation s'écrit

� = kK (~x; T)� (T) � D (~x)k2
2 ; (2.5.4)

où kk2 est la norme 2, également appelée la norme euclidienne, qui mesure la dimension d'un

vecteur de dimensionn tel que x = ( x1; x2; � � � ; xn ) dans l'espace euclidien comme suit

kxk2 =
q

x2
1 + x2

2 + � � � + x2
n : (2.5.5)

2.5.1.2. Construction de la matrice K et résolution énergétique. Pour construire la

colonnel de la matriceK , il est nécessaire de simuler la distribution de dose obtenue pour un

faisceau monoénergétique d'énergieTl en entrée du modèle MC. Il su�t ensuite de répéter

cette simulation pour chaque énergie de la source a�n de former l'ensemble des colonnes de

la matrice K , comme l'illustre la �gure 2.4.
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Il est important de choisir un incrément d'énergie qui correspond à la résolution spatiale

désirée pour l'étude. Pour ce faire on pourrait, par exemple, déterminer l'incrément éner-

gétique nécessaire pour observer une di�érence horizontale dex mm, dans la dose àR50

sur l'axe central, pour deux distributions de dose d'énergies successives. Ainsi, pour une

di�érence de 2:5 mm, on obtiendrait un incrément d'environ 0:5 MeV, comme on peut le

constater dans la �gure 2.4. Dans la présente étude, une résolution spatiale de 72 dpi était

voulue, correspondant à un écart de0:35 mm entre deux distributions de dose successive. Il

est possible d'atteindre un tel écart avec un incrément énergétique de0:15 MeV. Cependant,

on préfère arrondir ce nombre à la baisse pour le porter à0:1 MeV.

Fig. 2.4. Illustration de la méthode pour construire la matriceK .

2.5.1.3. Régularisation. La minimisation de la fonctionnelle� est connue pour être un

problème mal posé [39], signi�ant qu'il existe plusieurs solutions possibles pour� (T). Pour

surmonter ce problème, il est courant d'ajouter des termes de régularisation à� . Par exemple,

on pourrait envisager : une contrainte qui maintient le spectre sous une forme gaussienne, ou

toute autre forme prédéterminée, a�n de stabiliser la solution ; une contrainte de parcimonie

qui réduit le nombre d'éléments non nuls dans le spectre, encourageant ainsi des solutions plus

simples ; une contrainte qui pénalise les valeurs négatives, garantissant que le spectre reste

physiquement plausible ; une contrainte qui réduit les variations brusques dans le spectre,

promouvant ainsi une continuité plus naturelle ; etc.

Cependant, l'introduction de ces termes de régularisation modi�e la fonction de coût et

peut déplacer la solution optimale loin de la réalité physique du problème. Beaucoup de
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ces termes de régularisation sont di�ciles à justi�er sur une base purement physique. Étant

donné l'absence de prescription dé�nitive quant à la forme du spectre associé au faisceau à

la sortie du guide d'ondes, il semble prudent de ne rien présumer prématurément pour éviter

d'introduire un biais dans la reconstruction. Pour cette raison, la seule contrainte imposée

dans cette étude est que les coe�cients spectraux soient positifs, ce qui est une exigence

raisonnable et physiquement justi�able. Cette approche conservatrice aide à garantir que

la reconstruction du spectre reste aussi �dèle que possible aux données observées, sans être

in�uencée outre mesure par des hypothèses potentiellement erronées.

2.5.2. Reconstruction gaussienne (GR)

Une des méthodes pour minimiser la fonctionnelle 2.5.4 consiste à supposer que le spectre

adopte la forme d'une distribution gaussienne caractérisée par une moyenne� et un écart-

type �

� (T) = � (�; � ): (2.5.6)

Cette approche réduit signi�cativement le nombre de paramètres libres à seulement deux,

facilitant ainsi grandement la recherche des paramètres optimaux. De plus, la reconstruction

devient très résistante au bruit grâce à ce nombre limité de paramètres. Toutefois, cette

supposition peut être considérée comme un exemple de régularisation drastique. En imposant

une forme gaussienne au spectre, on restreint potentiellement la capacité du modèle à re�éter

la réalité, car en pratique, les spectres ne suivent pas toujours une distribution gaussienne.

Ce type de régularisation peut donc conduire à des résultats qui, bien que numériquement

stables, pourraient s'éloigner de la véritable distribution spectrale du faisceau. Il est crucial

d'évaluer si la simplicité et la robustesse apportées par cette approche justi�ent le risque de

biais potentiel introduit par une telle supposition sur la forme du spectre.

2.5.3. Recuit simulé

La méthode du recuit simulé, connue en anglais sous le nomSimulated Annealing(SA),

est largement documentée dans la littérature. L'implémentation de cette méthode dans le

cadre de ce mémoire s'est appuyée principalement sur deux articles. Le premier présente la

méthode généralisée du recuit simulé [40]. Le deuxième article utilise la méthode SA pour

résoudre le problème de reconstruction inverse d'un spectre [41].
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2.5.3.1. Principes. La méthode du recuit simulé est totalement opposée à la reconstruction

gaussienne, dans le sens où le nombre de degrés de liberté correspond ici au nombre d'énergies

simulées pour construire la matriceK

� (T) = � (� 1; � 2; � � � ; � n ): (2.5.7)

Le recuit simulé consiste à générer di�érents états de la solution� en faisant varier aléatoi-

rement les coe�cients � i . L'amplitude de la variation des coe�cients est proportionnelle à

la température du système, qui diminue progressivement selon un schéma de refroidissement

contrôlé

Tqv(t; qv; T0) =
T0(2qv� 1 � 1)

(1 + t)qv� 1 � 1
; (2.5.8)

où T0 est la température initiale du système, posée de façon arbitraire,qv est un paramètre

libre appelé le paramètre de visite ett est l'itération. qv, généralement compris entre 1 et 3,

permet de contrôler la vitesse à laquelle le système se refroidit. En e�et, plus la valeur de

ce paramètre est grande, plus la température décroît rapidement, ce qui limite l'exploration

des di�érentes solutions. De plus, le paramètreqv in�ue sur l'amplitude de variation du

coe�cient � i par l'inversion de la fonction de densité de probabilité (PDF) de visite

� � (g; t; qv; d; T0) =

vu
u
t Tqv(t; qv; T0)

2
3� qv

qv� 1

 �
1
g

� 1
1

qv � 1 + d� 1
2 � 1

!

; (2.5.9)

où g est un nombre aléatoire variant entre 0 et 1, etd est la dimension de la solution. Pour un

nombre aléatoire �xé, on constate que lors des premières itérations, la variation donnée par

cette PDF est supérieure pour des grandes valeur deqv, favorisant l'exploration des solutions

loin de la solution actuelle. Cependant, cette tendance s'inverse à partir d'un certain nombre

d'itérations, à partir duquel les plus grandes variations seront permises par des valeurs de

qv plus petites. En d'autres termes, une grande valeur deqv permettra aux coe�cients

� i de varier violemment lors des premières itérations et permettra d'arriver rapidement à

convergence vu la décroissance accrue de la température. Cependant, il n'est pas rare de

rester piégé dans un minimum local lors de l'emploi d'un tel type de résolution. Un bon

compromis entre exploration et décroissance est obtenu lorsqueqv = 1:7 [42], et c'est cette

valeur qui sera utilisée pour l'ensemble des recuits simulés e�ectués dans le cadre du présent

projet. D'autres valeurs sont également utilisées pour ce paramètre dans la littérature. On

note, entre autres, 2.7 [40] et 2.62 [43], qui permettent des schémas de refroidissement

beaucoup plus rapide.
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Une fois le nouvel état� t+1 déterminé aléatoirement avec l'équation 2.5.9, on peut calculer

la variation de la fonction de coût par rapport à l'état de l'itération précédente� t

� � = � (� t+1 ) � � (� t ): (2.5.10)

On transite vers le nouvel état si ce dernier permet de faire diminuer la fonction de coût.

A�n de sortir d'un possible minimum local, on permet également de transiter vers un état

faisant augmenter la fonction de coût, mais selon une certaine probabilité de transition qui

diminue selon l'écart� �

Pqa(� �; t; qv; T0; qa) =
�

1 + ( qa� 1)
� �

kB Tqa(t; qv; T0)

� � 1
qa � 1

; (2.5.11)

où qa est le paramètre d'acceptation,kB est la constante de Boltzmann etTqa(t; qv; T0) est

la température d'acceptation donnée par

Tqa(t; qv; T0) =
Tqv(t; qv; T0)

t
: (2.5.12)

On constate ici qu'il devient de plus en plus probable d'accepter une grande remonté de

la fonction de coût à mesure que la valeur du paramètreqa augmente. On peut alors

favoriser l'exploration en augmentant la valeur deqa. Par contre, une valeur trop élevée de

ce paramètre pourrait provoquer des changements de bassin de solution après des remontées

trop fortes de la fonction de coût, rendant l'algorithme instable. En posantqa= � 5 [40, 43],

on favorise l'exploration sans risquer de s'éloigner d'une bonne solution.

2.5.3.2. Considérations particulières. Dans le cadre de ce mémoire, il s'avère que la

recherche de solution était plus e�cace et stable en calculant la fonction de coût ainsi que

la probabilité de transition après la variation de chaque coe�cient� i . On passe ainsi d'un

problème àn dimensions àn problèmes de dimension simple. Ainsi,d = 1 et l'équation 2.5.9

se simpli�e pour devenir

� � (g; t; qv; T0) =

vu
u
t Tqv(t; qv; T0)

2
3� qv

qv� 1

 �
1
g

� qv� 1

� 1

!

: (2.5.13)

En faisant varier et transiter chaque coe�cient à tour de rôle en boucle, on diminue signi�-

cativement l'amplitude de variation vers le nouvel état, ce qui contribue à une descente plus

progressive de la fonction de coût, tout en diminuant le risque de changement soudain de

bassin de solution ou de dépassement du minimum optimal. Cette variante permet d'obtenir,

en moyenne, la même solution que la version originale du recuit simulé, car elle n'in�uence

en rien la fonction de coût.
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De plus, la constante de BoltzmannkB apparaissant dans l'équation 2.5.11 sert normalement

à relier l'énergie thermodynamique à la température et à la probabilité. Cependant, dans les

applications d'optimisation et d'algorithme de recuit simulé hors du contexte physique strict,

la constante de Boltzmann est souvent normalisée à 1 pour simpli�er les calculs. En e�et,

avec kB = 1, on simpli�e l'équation de la probabilité de transition sans changer la nature

de la décision d'acceptation ou de rejet du nouvel état. Cela rend les calculs plus directs

et plus faciles à gérer, particulièrement en programmation où l'on préfère travailler avec des

variables dont les valeurs sont près de l'unité. Également, en optimisation, les unités de

mesure des coûts ou des fonctionnelles ne sont pas toujours des énergies physiques. Utiliser

une constante de Boltzmann dans ce contexte n'apporte pas de signi�cation physique et peut

introduire une dépendance aux unités qui n'est pas nécessaire. Pour ces raisons, la constante

de Boltzmann sera omise dans le contexte de ce mémoire.

2.5.3.3. Régularisation de la fonction de coût. Précédemment, il a été mentionné que

la seule régularisation physiquement raisonnable était que les coe�cients du spectre doivent

être limités à des valeurs positives. Cependant, il est possible que la solution doive emprunter

des états possédant des coe�cients spectraux négatifs pour se sortir d'un minimum local.

Pour cette raison, il est préférable de ne pas restreindre les coe�cients à être strictement

positifs. On peut toutefois les inciter à devenir positifs en ajoutant, à l'intérieur de la

fonction de coût, une pénalité pour ce type de valeur. On pourrait, par exemple, ajouter

le carré de chaque valeur négative à la fonction de coût. En agissant ainsi, on impose une

pénalité plus lourde aux valeurs fortement négatives. De plus, les fonctions de coût lisses,

comme la fonction quadratique, sont généralement plus faciles à minimiser, car elles évitent

les problèmes de non-di�érentiabilité et de discontinuités locales, qui peuvent poser des dé�s

pour les méthodes basées sur le gradient comme l'algorithme SA. En ajoutant également

un coût �xe pour chaque valeur négative, par exemple 1, on assure que chaque violation a

une pénalité de base minimale même pour de petites valeurs négatives, ce qui les incitera à

devenir positives. Mathématiquement, on pourrait écrire

� � (� ) =
nX

i =1

(1 � H (� i ))
�
� 2

i + 1
�

; (2.5.14)

où H est la fonction Heaviside

H (x) =

(
1 si x � 0

0 sinon
: (2.5.15)

La fonction de coût appliquée au problème de reconstruction inverse devient donc

� (� ; K ; D ; � ) = kK (~x; T)� (T) � D (~x)k2
2 + � 2� � (� (T)); (2.5.16)
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où � est un paramètre de régularisation qui contrôle l'importance relative de la pénalité

associée à la présence de valeurs négatives.

2.5.3.4. Algorithme. Les principales étapes de l'algorithme SA sont décrites dans l'algo-

rithme 1, dans lequel on ajoute une condition d'arrêt basée sur l'atteinte d'une température

�nale Tf . Cet algorithme a été implémenté dans le langagePython. Dans cette version, on

utilise la PDF décrite par l'équation 2.5.13 ainsi que la fonction de coût 2.5.16 et la constante

de Boltzmann est normalisée à 1. L'ensemble des fonctions ont été programmées en assu-

rant leur compatibilité avec le compilateurJust In Time (JIT) via le décorateur @njit de la

bibliothèque Numba. La compilation de ces fonctions en langage machine permet d'accélérer

l'exécution de l'algorithme SA de plus de 50 fois. Les paramètres utilisés pour l'ensemble des

minimisations e�ectuées par la méthode SA dans le cadre de ce mémoire sont listés dans le

tableau 2.1. Les valeurs utilisées pourqv et qasont celles discutées précédemment. Le choix

de T0 est totalement arbitraire, mais l'écart entreT0 et Tf permet de contrôler le nombre

d'itérations, et donc le temps de calcul. Les valeurs indiquées des températures permettent

d'e�ectuer les calculs en quelques dizaines de minutes, tout en conservant des valeurs de

température de l'ordre de l'unité, ce qui est préférable en calcul numérique. Finalement, la

valeur du paramètre de régularisation (� ) doit être choisie pour permettre aux coe�cients

de transiter vers des valeurs négatives au début de l'optimisation, tout en s'assurant d'ob-

tenir des coe�cients strictement positifs à la convergence. Dans les conditions actuelles, ce

compromis est trouvé pour des valeurs autour de l'unité.

Paramètre Valeur

Paramètre de visiteqv 1.7

Paramètre d'acceptationqa -5

Température initiale T0 10

Température �nale Tf 0.001

Paramètre de régularisation� 1

Tableau 2.1. Paramètres utilisés lors des résolutions avec la méthode SA.

2.5.4. Revue de la littérature

Le recuit simulé est utilisé en conjonction avec une forme de régularisation qui favorise

des formes de spectres que l'on croit être approprié pour la modélisation d'un LINAC [44].

À l'extrême opposé, on peut aussi tenter de reconstruire des mesures expérimentales en

optimisant les paramètres� et � d'un spectre de forme gaussienne [45]. À mi-chemin entre
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Algorithm 1 SA - Recuit Simulé pour la Reconstruction Inverse du Spectre

1: Entrées: qv (paramètre de visite),qa (paramètre d'acceptation),T0 (température ini-

tiale), Tf (température �nale), K (matrice des distributions de dose simulées),D (dis-

tribution de dose mesurée),� (paramètres de régularisation)

2: Sortie: � t (spectre obtenu à l'itération t)

3: d  longueur deK [0] . Nombre d'énergies simulées

4: Initialiser � t  tableau de nombre aléatoire entre 0 et 1 de tailled � 1

5: � t+1  copie de� t

6: t  1

7: while Tqv(t; qv; T0) > T f do

8: for i = 1 to d do

9: g  random() . Tirage d'un nombre aléatoire entre 0 et 1

10: � t+1 [i ]  � t [i ] + � � (g; t; qv; T0) . Variation aléatoire de� i

11: � �  � (� t+1 ; K ; D ; � ) � � (� t ; K ; D ; � ) . Variation du coût

12: if � � < 0 then

13: � t [i ]  � t+1 [i ] . Acceptation de� i si le coût diminue

14: else

15: if random() � Pqa(� �; t; qv; T0; qa) then

16: � t [i ]  � t+1 [i ] . Acceptation aléatoire de� i si le coût augmente

17: end if

18: end if

19: end for

20: t  t + 1 . Progression du temps

21: end while

22: return � t

les deux approches précédentes, certains groupes utilisent la méthode du recuit simulé, mais

supposent une forme gaussienne pour le pic principal composant le spectre [46, 41].

Les articles traitant de modélisation MC de LINAC par reconstruction inverse ont tous

un point en commun; on ajoute une forme de régularisation quelconque sans justi�cation

physique. D'un autre côté, la reconstruction inverse ne serait pas possible sans cela.

À ce stade, si l'on désire régulariser le problème davantage que par la simple interdiction des

coe�cients négatifs dans le spectre, on doit se baser sur des arguments physiques a�n d'éviter

l'introduction de biais. Un choix logique pour ajouter des contraintes physiques serait de

modéliser le guide d'onde. Cela sera en e�et l'objet du chapitre 3. Pour aller plus loin, on
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pourrait également décider de modéliser l'injecteur ainsi que le magnétron; on aurait, dès

lors, presque modélisé le LINAC en entier.

2.6. Autres paramètres de la source

Une fois le spectre du faisceau déterminé, il est possible d'a�ner le modèle MC en op-

timisant la géométrie de la source. En général, on choisit une source avec une distribution

radiale de forme gaussienne, dont la largeur à demi-hauteur peut être ajustée pour maximiser

la correspondance entre les distributions de dose simulées et mesurées. Si les mesures pré-

sentent des asymétries angulaires, il est également possible d'ajuster la distribution radiale

en termes d'intensité et l'angle d'incidence de la source. De plus, la divergence du faisceau

peut être optimisée pour obtenir le meilleur accord entre les distributions de dose simulées

et celles mesurées [47].

Dans le cas de la simulation complète d'un collimateur primaire, les e�ets de ces paramètres

sont souvent marginaux en raison du fort déterminisme de la géométrie du collimateur pri-

maire et des applicateurs qui façonnent le faisceau entre la source et le fantôme. Il devient

parfois di�cile d'isoler l'e�et de la variation de l'un de ces paramètres, surtout si l'on travaille

avec des mesures incertaines. Dans ce contexte, le béné�ce d'une telle campagne d'optimisa-

tion n'est pas signi�catif par rapport à l'e�ort supplémentaire requis, et ces étapes peuvent

être omises sans réelle perte de précision.
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Chapitre 3

Guide d'onde

3.1. Introduction

Dans le contexte de la radiothérapie, un guide d'onde est un dispositif utilisé pour accé-

lérer des électrons à l'intérieur d'un LINAC. Les guides d'onde sont généralement optimisés

pour obtenir la meilleure qualité de faisceau possible, c'est-à-dire que l'on cherche à maximi-

ser la transmission des électrons à travers le guide d'onde, tout en conservant une distribution

énergétique �ne.

Fig. 3.1. Illustration d'un guide d'onde à cavités circulaires.

3.1.1. Fonctionnement

Un guide d'onde est composé d'une série de cavités métalliques creuses, rectangulaires ou

circulaires, à travers lesquelles les ondes électromagnétiques peuvent se propager. Les guides



d'onde sont conçus pour supporter des fréquences spéci�ques et minimiser les pertes d'éner-

gie. Ils doivent avoir des dimensions précises pour correspondre aux modes de propagation

des ondes électromagnétiques. La structure du guide d'onde est alimentée par des ondes RF

haute fréquence, elles-mêmes générées par un dispositif appelé klystron ou magnétron. Ces

ondes RF se propagent à travers les cavités et subissent des ré�exions et de la dissipation.

Les ondes RF sont généralement injectées à une fréquence correspondant à la fréquence de

résonance du guide d'onde, ce qui minimise la dissipation et permet le maintien d'un champ

électrique oscillant à l'intérieur du guide d'onde. Le champ électrique créé est maximal sur

l'axe central, et c'est à cet endroit que les électrons sont accélérés à des vitesses avoisinant

celle de la lumière.

3.1.2. Solution d'une cavité cylindrique

Dans cette section, nous présenterons sommairement les étapes à franchir lors de la ré-

solution du champ électrique à l'intérieur d'un guide d'onde. Ce développement est valide

pour un guide d'onde uniforme et in�ni, sans dissipation. Bien que cette situation ne soit

pas réaliste, elle permet de saisir l'essence du problème et d'inférer des solutions pour des

situations plus complexes. Dans un guide d'onde, il existe deux types de modes de propaga-

tion possibles pour une onde RF : les modes transverse magnétique (TM), qui obéissent aux

conditions aux frontières de Dirichlet, et les modes transverse électrique (TE), qui obéissent

aux conditions aux frontières de Neumann. Une caractéristique des modes TE est que le

champ électrique est nul dans la direction de propagation des électrons (ẑ), ce qui rend im-

possible l'accélération des électrons avec un mode TE. En revanche, les modes TM présentent

un champ électrique non nul en̂z. De plus, le champ magnétique est nul dans cette direction,

condition nécessaire pour éviter de faire dévier les électrons de leur trajectoire. Ainsi, les

modes TM peuvent être utilisés pour accélérer des électrons à l'intérieur d'un guide d'onde.

Pour la suite, seuls les champs électriques parallèles à l'axe du guide d'onde des modes TM

seront étudiés, car ce sont les seules composantes qui contribuent à accélérer les électrons

dans la direction voulue.

À partir des équations de Maxwell pour l'électromagnétisme, on peut trouver l'équation

d'onde pour le champ électrique

r 2 ~E =
1
c2

@2 ~E
@t2

: (3.1.1)
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Fig. 3.2. Illustration d'un guide d'onde uniforme.

L'astuce est ensuite d'exploiter la symétrie cylindrique du guide d'onde. En appliquant le

Laplacien en coordonné cylindrique, on obtient, pour le champ électrique enẑ

r 2Ez �
@2Ez

@r2
+

1
r

@Ez
@r

+
1
r 2

@2Ez

@�2
+

@2Ez

@z2
=

1
c2

@2Ez

@t2
: (3.1.2)

L'équation précédente est une équation di�érentielle du second ordre à trois variables. Pour

résoudre une telle équation, il est coutume de procéder à une séparation de variable. Sup-

posons la forme suivante

Ez(r;�;z;t ) = R(r )�( � )Z (z)T(t): (3.1.3)

En appliquant 3.1.3 dans 3.1.2, on trouve,

1
R

@2R
@r2

+
1

rR
@R
@r

+
1
r 2

1
�

@2�
@�2

+
1
Z

@2Z
@z2

=
1

c2T
@2T
@t2

: (3.1.4)

On peut premièrement isoler la partie temporelle. Pour que l'équation 3.1.4 soit respectée,

les deux membres de l'équation doivent être constants et égaux à une constante, qui plus

est, doit être négative a�n d'éviter les divergences du champ vers l'in�nie à mesure que le

temps augmente. On trouve donc

1
c2T

@2T
@t2

= � k2;

)
@2T
@t2

+ ! 2T = 0;

(3.1.5)

ainsi que
1
R

@2R
@r2

+
1

rR
@R
@r

+
1
r 2

1
�

@2�
@�2

+
1
Z

@2Z
@z2

= � k2; (3.1.6)

avec

k =
!
c

: (3.1.7)
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Dans le contexte des guides d'onde,! est la pulsation associée à la fréquence d'opération� ,

tel que ! = 2�� . On constate ensuite que la partie axiale de l'équation 3.1.6 peut aisément

être isolée. A�n que 3.1.6 soit respecté, on doit avoir que

1
Z

@2Z
@z2

+ k2 = 
 2
n ;

)
@2Z
@z2

+ ( k2 � 
 2
n )Z = 0;

(3.1.8)

et
1
R

@2R
@r2

+
1

rR
@R
@r

+
1
r 2

1
�

@2�
@�2

= � 
 2
n : (3.1.9)

L'équation 3.1.8 décrit une fonction trigonométrique. Étant donné la périodicité d'une telle

fonction, il existe une in�nité de constantes
 2
n satisfaisant l'équation. Les parties radiale et

azimutale peuvent ensuite être isolées dans l'équation 3.1.9. On constate alors que les deux

termes obtenus doivent être égaux à une constante, qui, dans ce cas, doit être négative a�n

d'éviter la divergence de la solution azimutale. On pose donc

r 2

R
@2R
@r2

+
r
R

@R
@r

+ r 2
 2
n = � m2;

)
@2R
@r2

+
1
r

@R
@r

+
�


 2
n �

m2

r 2

�
R = 0;

(3.1.10)

et

1
�

@2�
@�2

= � m2;

)
@2�
@�2

+ m2� = 0 :

(3.1.11)

Les équations 3.1.5, 3.1.8, 3.1.10, et 3.1.11 peuvent ensuite être résolues séparément a�n de

trouver la solution générale. Les équations 3.1.5 et 3.1.8 ont des formes similaires. On recon-

naît que la solution à ce type d'équation di�érentielle peut être une fonction exponentielle ou

une fonction trigonométrique. Puisque nous supposons qu'une onde peut être maintenue à

l'intérieur du guide d'onde, et que l'amplitude de cette onde ne doit pas diverger vers l'in�ni,

la solution exponentielle doit être exclue. Pour simpli�er, la notation de phaseur sera utilisée

pour remplacer la fonction trigonométrique réelle. On trouve alors

T(t) / e� i!t ; (3.1.12)

et

Z (z) / ei (k2 � 
 2
n )z: (3.1.13)
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L'équation 3.1.10 représente une équation di�érentielle de Bessel d'ordrem. Avec des condi-

tions aux frontières spéci�ques, cette équation devient une équation aux valeurs propres

correspondant aux valeurs de
 2
n . Les solutions de cette équation sont les fonctions de Bessel

de première espèce et de seconde espèce (fonctions de Neumann). Toutefois, le champ élec-

trique doit être �ni sur l'axe central ( r = 0) et nul sur la paroi du guide d'onde (r = a), cette

dernière condition étant imposée par les propriétés des matériaux conducteurs. Comme les

fonctions de Neumann présentent une singularité apparente àr = 0, elles sont inappropriées

dans le contexte présent. Ainsi, la solution radiale appropriée est exprimée par les fonctions

de Bessel de première espèce, qui sont �nies enr = 0 et peuvent satisfaire la condition de

nullité à r = a. Donc

R(r ) / Jm (
 n r ): (3.1.14)

La solution de l'équation 3.1.11 est connue comme une superposition de fonctions trigo-

nométriques ou d'exponentielles complexes, agissant comme fonctions propres. On écrit

généralement la solution comme suit

�( � ) = A cos(m� ) + B sin(m� ): (3.1.15)

En substituant les solutions 3.1.12 à 3.1.15 dans 3.1.3, et en sommant sur toutes les valeurs

de m et n possibles, on trouve �nalement

Ez (r;�;z;t ) =
1X

m=0

1X

n=0

Jm (
 n r ) (Amn cos(m� ) + Bmn sin(m� )) ei
� p

k2 � 
 2
n z� ! mn t

�

: (3.1.16)

Le coe�cient k est appelé le nombre d'onde dans le vide. On remarque quek2 est réduit

d'une certaine quantité 
 2
n , impliquant une réduction de la fréquence spatiale. On appelle

généralement cette quantité le nombre d'onde du guide d'onde, ou la constante de propaga-

tion

k2
g = k2 � 
 2

n : (3.1.17)

3.1.3. Fréquence de coupure et relation de dispersion

Les conditions aux frontières de Dirichlet imposent que le champ électrique radial orienté

en ẑ soit nul à la paroi. Il s'ensuit que la fonction de Bessel composant l'équation 3.1.16 doit

être nulle àr = a. Cela est possible seulement si l'argument de la fonction de Bessel est égal

à l'une des racines de Besselxmn


 na = xmn ;

) 
 2
n =

� xmn

a

� 2
:

(3.1.18)
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Selon les équations 3.1.17 et 3.1.18, on trouve également


 2
n = k2 � k2

g

=
� xmn

a

� 2
:

(3.1.19)

En réarrangeant l'équation précédente et en rappelant la relation 3.1.7, on trouve

kg =

r

k2 �
� xmn

a

� 2

=

r
! 2

c2
�

� xmn

a

� 2
:

(3.1.20)

Dans le cas où

! 2

c2
<

� xmn

a

� 2
;

) ! < c
xmn

a
;

(3.1.21)

le nombre d'onde du guide d'onde devient imaginaire. Dans un tel cas, suivant l'équation

3.1.16, l'onde serait atténuée exponentiellement. Le dernier membre de l'équation précédente

décrit alors la fréquence en dessous de laquelle aucune propagation n'est possible, et est par

dé�nition la fréquence de coupure du modemn

! c;mn � c
xmn

a
: (3.1.22)

Puisque les racinesxmn sont dé�nies, on remarque que l'on peut abaisser les fréquences de

coupure en augmentant le rayon des cavitésa. Ainsi, il peut exister plusieurs modes de

propagation simultanément à condition que la taille des cavités le permette. En combinant

les équations 3.1.20 et 3.1.22, on trouve �nalement la relation de dispersion! � kg

! =
q

! 2
c + c2k2

g: (3.1.23)

La relation de dispersion précédente est valide pour un guide d'onde uniforme. La vitesse de

phase d'une onde voyageant à l'intérieur de ce type de guide d'onde est donnée par

vph �
!
kg

=
1
kg

q
! 2

c + c2k2
g

=
c

q
1 � ! 2

c
! 2

:

(3.1.24)
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Or r

1 �
! 2

c

! 2
� 1: (3.1.25)

La vitesse de phase est ainsi toujours supérieure ou égale à la vitesse de la lumière. Cela pose

problème car la vitesse de phase est la vitesse à laquelle les crêtes de l'onde se déplacent.

Puisqu'une particule massive, comme un électron, ne peut pas dépasser la vitesse de la

lumière, il est impossible d'accélérer des particules avec un guide d'onde uniforme. En

présence d'une telle onde, un électron subirait une série d'accélérations et de décélérations,

faisant osciller sa vitesse entre des valeurs positives et négatives. Une vitesse de phase

inférieure à la vitesse de la lumière est nécessaire pour qu'un électron puisse voyager sur une

des crêtes de l'onde, ce qui lui permettrait de subir une accélération constamment positive.

Il est possible d'obtenir de telles conditions en ajoutant des disques chargés à l'intérieur du

guide d'onde uniforme. En pratique, des cavités creuses sont simplement mises une à la suite

de l'autre pour former le guide d'onde. Les ondes subiront des ré�exions sur chaque disque,

ce qui modi�era la relation de dispersion du guide d'onde et abaissera la vitesse de phase à

une valeur inférieure àc.

En tenant compte du type de cavité de couplage, il est possible de calculer analytiquement la

relation de dispersion d'un guide d'onde à disques chargés en résolvant le circuit électronique

équivalent du guide d'onde, à condition de négliger les dissipations [48]. La relation de

dispersion avec dissipation peut être obtenue numériquement [48] ou de façon approximative

[49]. Cependant, il est convenable d'assumer que la vitesse de phase est dé�nie par la

longueur d'une cavitéd. La longueur d'onde du guide� g, correspondant à la longueur de

deux cavités, est liée à la longueur d'une cavité ainsi qu'au nombre d'onde du guide d'onde

de la façon suivante

� g = 2d =
2�
kg

: (3.1.26)

Il s'en suit que

vph �
!
kg

=
!
�

d: (3.1.27)

On réduit ainsi la vitesse de phase en réduisant la longueur des cavités. En général, les cavités

dites régulières ont une dimension permettant d'obtenir une vitesse de phase équivalente à

celle de la lumière. Cette con�guration permet d'accélérer les électrons à de très hautes

énergies. Cependant, il est fréquent de réduire la taille des premières cavités du guide

d'onde pour obtenir des vitesses de phase bien inférieures àc. Cela améliore la captation

des électrons à l'entrée, ainsi que la qualité du faisceau. Ces cavités de tailles variables

composent la section que l'on appelle lebuncher.
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Fig. 3.3. Illustration d'un guide d'onde à disques chargés.

3.1.4. Charge d'espace

Les e�ets de charge d'espace sont dus aux interactions électromagnétiques entre les par-

ticules chargées, qui peuvent conduire à une expansion du faisceau. Cela peut nuire au

maintien de la qualité et de la focalisation du faisceau. Ces interactions sont plus prononcées

lorsque la densité de particules est élevée, ce qui est généralement le cas sur l'axe central à

l'intérieur d'un guide d'onde. Pour prendre en compte ses e�ets, des simulations numériques

très poussées seraient nécessaires. En général, les constructeurs d'accélérateurs linéaires

compensent assez bien ces e�ets [50, 51].

3.1.5. Caractéristiques des guides d'onde

3.1.5.1. Type de guide d'onde. Dans les accélérateurs linéaires utilisés en radiothérapie,

on distingue deux principaux types de guides d'onde : le guide d'onde à ondes progres-

sives (TW, Traveling Waveguide) et le guide d'onde à ondes stationnaires (SW, Standing

Waveguide). Chacun présente des caractéristiques et des applications spéci�ques.

Le TW permet aux ondes électromagnétiques de se propager dans une seule direction. Dans

ce type de guide, l'énergie des micro-ondes avance continuellement, ce qui favorise une accé-

lération continue des électrons et béné�cie à la qualité du faisceau. De plus, le TW est moins

sensible à l'e�et de charge d'espace, ce qui le rend e�cace pour des faisceaux d'électrons de

haute intensité. Cependant, une partie de l'énergie des micro-ondes peut atteindre l'extré-

mité du guide d'onde sans être utilisée, entraînant ainsi une perte d'e�cacité énergétique.
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Le SW utilise des ré�ecteurs à ses extrémités pour créer un motif d'onde stationnaire, où les

ondes ré�échies interfèrent avec les ondes incidentes. Cela crée des points de champ électrique

maximal et minimal �xes le long du guide d'onde. L'avantage du SW est qu'il est possible de

maintenir un champ électrique plus élevé en raison de la ré�exion des ondes aux extrémités

de la structure, le rendant ainsi plus e�cace en termes de transfert d'énergie aux électrons.

Cette caractéristique permet également au SW d'être plus court qu'un TW pour une même

énergie de faisceau, à puissance égale. Cependant, les zones de champs électriques élevés et

faibles peuvent entraîner une accélération inégale des électrons due aux fortes variations du

gradient d'accélération, diminuant la qualité du faisceau. De plus, le SW est plus sensible

aux e�ets de charge d'espace, ce qui a�ecte négativement la qualité du faisceau, surtout à

haute intensité.

L'équation 3.1.16 décrit le champ électrique à l'intérieur d'un TW, mais elle peut facilement

être modi�ée pour exprimer le champ électrique dans un SW en ajoutant une onde se propa-

geant en sens opposé à la première. Les deux ondes interféreront entre elles pour créer une

onde stationnaire.

3.1.5.2. Fréquences d'opération. Les accélérateurs linéaires utilisés en radiothérapie et

en recherche emploient di�érentes bandes de fréquences micro-ondes pour générer les champs

électriques nécessaires à l'accélération des particules. Chaque bande a des caractéristiques

qui in�uent sur la conception et la performance de l'accélérateur. Dans le domaine clinique,

on distingue principalement deux plages de fréquence oscillant autour de 3 GHz (Bande

S) et 9 GHz (Bande X). Pour comprendre la di�érence principale entre ces deux familles

d'accélérateurs, considérons les équations 3.1.22 et 3.1.27. Comme la fréquence d'opération

doit être au moins supérieure à la fréquence de coupure du mode 01, on a

! > c
x01

a
;

) a > c
x01

!
:

(3.1.28)

Suivant le fait que la vitesse de phase d'une cavité régulière est égale à la vitesse de la lumière,

on a également que

!
�

d = c;

) d = c
�
!

:
(3.1.29)

On constate alors que le rayon des cavitéspeut être réduit et que la longueur des cavités

doit être réduite à mesure que l'on augmente la fréquence d'opération. Conséquemment, les

guides d'onde opérant à des fréquences de la bande X sont beaucoup plus compacts, légers
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et utilisent moins de matériaux que ceux opérant à des fréquences de la bande S. De plus,

étant donné que la structure d'un guide d'onde de bande X est moins volumineuse que celle

d'un guide d'onde de bande S, un guide d'onde de bande X nécessite moins de puissance RF

pour générer un champ électrique équivalent en amplitude. Cependant, en raison de leur

nature compacte, les guides d'onde de bande X sont beaucoup plus sensibles aux erreurs de

machinage, augmentant leur complexité de conception et leur coût. De plus, en raison de la

proximité accrue des électrons avec les parois métalliques à l'intérieur d'un guide d'onde de

bande X, ces derniers accélérateurs sont beaucoup plus sensibles aux e�ets de charge.

Parmi les dispositifs expérimentaux, certains opèrent à des fréquences autour de 5.8 GHz

(Bande C), o�rant un compromis entre les caractéristiques des bandes S et X, tandis que

d'autres opèrent à des fréquences juste au-dessus de 1 GHz (Bande L), et sont donc très vo-

lumineux mais résistants aux charges d'espace. Certains accélérateurs très compacts utilisés

pour des expériences à haute énergie emploient des bandes de fréquences bien plus élevées,

notamment de 12 GHz à 18 GHz (Bande Ku) et de 25.5 GHz à 40 GHz (Bande Ka).

3.2. Accélération d'un électron dans un guide d'onde

3.2.1. Formulation du problème

Typiquement, un guide d'onde est conçu pour opérer à une fréquence juste au-dessus de la

fréquence de coupure du mode TM01, permettant uniquement à ce mode dominant d'exister.

De plus, étant donné que le guide d'onde est une structure à symétrie cylindrique, il ne peut

pas y avoir de dépendance azimutale, à moins d'injecter une onde RF polarisée, ce qui n'est

pas supposé ici. Également, le rayon d'un faisceau d'électrons voyageant à l'intérieur d'un

guide d'onde est bien inférieur au rayon des cavités, rendant ainsi la variation de l'amplitude

du champ électrique entre l'axe central et la périphérie du faisceau négligeable. Dans les

conditions énumérées précédemment, l'équation 3.1.16 se simpli�e en

Ez(z;t) = E0ei (kg z� !t ) ; (3.2.1)

que l'on peut exprimer comme

Ez(z;t) = E0 sin(kgz � !t ); (3.2.2)
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et où E0 est l'amplitude du champ électrique en mégavolt par mètre (MV/m). Dans le cas

d'un SW, on écrit plutôt

Ez(z;t) =
E0

2
[sin(kgz � !t ) + sin( � kgz � !t )]

= � E0 cos(kgz) sin(!t ):
(3.2.3)

Soit la masse d'un électronme, la vitesse de l'électron~v, la charge élémentaire de l'électron

e et le champ électrique~E, la dynamique relativiste d'un électron en présence d'un champ

électrique est formulée comme suit

d
dt

(
m e~v) = � e~E; (3.2.4)

avec


 =
1

p
1 � � 2

; � =
v
c

: (3.2.5)

Pour un TW, on écrit donc

d
dt

(
m ev) =

(
� A sin(kgz � !t ) z 2 [0;L]

0 ailleurs
; (3.2.6)

où A � eE0 représente l'énergie gagné par l'électron en mégaélectronvolt par mètre (MeV/m)

et L est la longueur du guide d'onde. Il est utile de développer l'équation précédente en

un système de deux équations di�érentielles du premier ordre. Introduisons les notations

suivantes :

� _z = v, où _z est la dérivée de la positionz par rapport au temps;

� _v est l'accélération de l'électron, à déterminer.

La dérivée temporelle de
m ev peut être exprimée par la règle des dérivées en chaîne

d
dt

(
m ev) = me( _
v + 
 _v): (3.2.7)

La dérivée temporelle du facteur de Lorentz est donnée par

_
 = 
 3 v
c2

_v: (3.2.8)
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En substituant _
 dans l'expression 3.2.7, nous avons

d
dt

(
m ev) = me(
 3 v
c2

_vv + 
 _v)

= me
 _v(1 + 
 2 v2

c2
)

= me
 3 _v;

(3.2.9)

) me
 3 _v = � A sin(kgz � !t );

) _v =
� A sin(kgz � !t )

me
 3
:

(3.2.10)

On obtient ainsi le système à deux équations di�érentielles suivant

_z = v; (3.2.11)

_v =

8
<

:

� A sin(kg z� !t )
me 
 3 pour z 2 [0; L]

0 ailleurs
: (3.2.12)

3.2.2. Résolution analytique

On peut tenter d'obtenir une solution analytique à partir de l'invariant relativiste

E 2 = p2c2 + m2
ec4; (3.2.13)

où E est l'énergie etp est la quantité de mouvement. En dérivant cette expression par

rapport au temps, on obtient

d
dt

(E 2) =
d
dt

(p2c2 + m2
ec4);

) 2E
dE
dt

= 2pc2 dp
dt

;

)
dE
dt

=
pc2

E
dp
dt

:

(3.2.14)

Or, pour un électron relativiste, l'énergieE et la quantité de mouvementp peuvent respec-

tivement être exprimé comme

E = 
m ec2; (3.2.15)

et

p = 
m ev: (3.2.16)
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Après substitution, on obtient

dE
dt

=

m evc2


m ec2

dp
dt

=
v
c

c
dp
dt

= �c
dp
dt

;

)
d
dt

(
m ec2) = � A�c sin(kgz � !t ):

(3.2.17)

Commez = z(t), on ne peut pas résoudre cette équation di�érentielle par une simple intégra-

tion sur le temps. Commençons par un changement de variable en posant� (t) = kgz (t) � !t ,

représentant l'angle de phase. Posons égalementA0 = Ac. Remarquons que

d
dt

(cos� ) = � _� sin�

= � (kg _z � ! ) sin �

= � kgc� sin� + ! sin�

= �
kgc
A0

A0� sin� +
!
A0

A0sin�:

(3.2.18)

À partir des équations 3.2.6 et 3.2.17, on trouve respectivement que

A0

c
sin� = �

d
dt

(
m ev);

) A0sin� = �
d
dt

(
�m ec2);
(3.2.19)

et

� A0� sin� =
d
dt

(
m ec2): (3.2.20)

Après substitution, on trouve

d
dt

(cos� ) =
!
A0

d
dt

(
mc 2) �
!
A0

d
dt

(
�mc 2);

)
!
A0

d
dt

(
mc 2) �
!
A0

d
dt

(
�mc 2) �
d
dt

(cos� ) = 0 ;

)
!m ec2

A0

�
d
dt

(
 ) �
d
dt

(
� ) �
A0

!m ec2

d
dt

(cos� )
�

= 0:

(3.2.21)

Conduisant à l'équation de conservation suivante

d
dt

[
 � 
� � B cos� ] =0; (3.2.22)
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avec la constante caractéristique adimensionnelleB = A 0

!m ec2 . On peut facilement montrer

que 
 � 
� =
q

1� �
1+ � . En intégrant l'équation de conservation, on obtient

s
1 � �
1 + �

� B cos� = C; (3.2.23)

où l'on introduit une constante C, entièrement dé�ni par les conditions initiales, soit la

vitesse initiale relative à celle de la lumière� 0 et l'angle de phase initial� 0 = kgz0 � !t 0,

associée à la position initialez0 et au tempst0

C =

s
1 � � 0

1 + � 0
� B cos� 0: (3.2.24)

On peut ensuite remanier l'équation 3.2.23 comme suit

1 � �
1 + �

= ( B cos� + C)2 ;

) 1 � � = ( B cos� + C)2 + � (B cos� + C)2 ;

) 1 � (B cos� + C)2 = � + � (B cos� + C)2 ;

) � =
1 � (B cos� + C)2

1 + ( B cos� + C)2 :

(3.2.25)

Sachant que _� = kgc� � ! , on a, pour une cavité régulière,_� = ! (� � 1), que l'on peut

réécrire� = 1 + _�
! . La substitution de � par cette dernière expression conduit à

1 +
_�
!

=
1 � (B cos� + C)2

1 + ( B cos� + C)2 ;

)
_�
!

=
1 � (B cos� + C)2

1 + ( B cos� + C)2 �
1 + ( B cos� + C)2

1 + ( B cos� + C)2 ;

)
_�
!

= �
2 (B cos� + C)2

1 + ( B cos� + C)2 ;

)
1 + ( B cos� + C)2

(B cos� + C)2
_� = � 2!;

)
�

1 +
1

(B cos� + C)2

�
_� = � 2!;

d� +
d�

(B cos� + C)2 = � 2!dt:

(3.2.26)

Maintenant que les variables sont séparées, on peut procéder à l'intégration, en rappelant

que l'on cherche la solution pour un angle de phase initial� 0, au tempst0 = kg z0 � � 0

! , jusqu'à
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un angle de phase� , au tempst = kg z� �
!

Z �

� 0

d� +
Z �

� 0

d�

(B cos� + C)2 = 2!
Z t=

k g z � �
!

t0=
k g z0 � � 0

!

dt;

) � � � 0 +
Z �

� 0

d�

(B cos� + C)2 = 2!
�

kgz0 � � 0

!
�

kgz � �
!

�

= 2kgz0 � 2� 0 � 2kgz + 2�;

) 2kg (z � z0) = � � � 0 �
Z �

� 0

d�

(B cos� + C)2 :

(3.2.27)

La résolution de l'intégrale à droite de la dernière équation est faite en annexe A. On trouve

que la solution �nale est donnée par

z � z0 =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

1
2kg

�
� � B sin �

(B 2 � C2 )( B cos� + C) + C

(B 2 � C2 )
3
2

ln
�

tan �
2 +

q
B + C
B � C

tan �
2 �

q
B + C
B � C

�� �
�
�
�

�

� 0

C < B

1
2kg

�
� � 1

B 2

�
1
2 tan

�
�
2

�
+ 1

6 tan3
�

�
2

��� �
�
�
�

� 0

C = B

1
2kg

�
� + B sin �

(C2 � B 2 )( B cos� + C) � 2C

(C2 � B 2 )
3
2

arctan
� q

C� B
B + C tan �

2

� � �
�
�
�

�

� 0

C > B

:

(3.2.28)

Cette solution est une équation non inversible, qui décrit implicitement la dynamique d'un

électron à l'intérieur d'un guide d'onde. Pour l'utiliser, on doit poser les conditions initiales

ainsi qu'une valeur dez, puis solutionner numériquement pour� en tenant compte des trois

conditions données par les valeurs deB et C. On peut ensuite lier l'angle de phase obtenu à

la vitesse de l'électron en utilisant l'équation 3.2.23, ainsi que les dé�nitions deB et C. En

e�ectuant les substitutions appropriées et en simpli�ant, on trouve

v
c

=
1 �

�
eE0

!m ec(cos� � cos� 0) +
q

1� � 0
1+ � 0

� 2

1 +
�

eE0
!m ec(cos� � cos� 0) +

q
1� � 0
1+ � 0

� 2 : (3.2.29)

On rappel quee est la charge élémentaire de l'électron et queE0 est l'amplitude du champ

électrique. On peut ensuite trivialement lier la vitesse de l'électron à son énergie.

3.2.3. Résolution numérique

Précédemment, nous avons montré qu'il était possible de résoudre la cinématique d'un

électron dans un guide d'onde de façon analytique. Cependant, cette résolution est laborieuse

et limitée à des valeurs constantes pourA et kg. Or, ces deux variables peuvent dépendre
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de la positionz, ce qui complexi�e la résolution. Une résolution numérique s'impose a�n de

gagner cette liberté sur la forme du champ électrique. La prochaine section vise à exposer

les techniques de résolution numérique utilisées dans le présent projet.

3.2.3.1. Méthode d'Euler. La méthode d'Euler [52] est la méthode numérique la plus

élémentaire pour résoudre un système d'équations di�érentielles ordinaires (EDO) de la forme

suivante
dx
dt

= f(x;t); (3.2.30)

où x représente un ensemble deN fonctions dépendant uniquement de la variable indé-

pendante t, et f est composé deN fonctions dépendantes dex et t. Les équations 3.2.11

et 3.2.12 forment, ensemble, un tel système. La méthode d'Euler consiste à discrétiser la

variable indépendante avec un pas constanth, dé�ni comme suit

t ! tn = nh; n 2 N: (3.2.31)

Le système d'EDO 3.2.30 est alors remplacé par un système d'équation aux di�érences �nies,

où la dérivée est approximée par

_x �
xn+1 � xn

h
; (3.2.32)

) f(xn ;tn ) =
xn+1 � xn

h
; (3.2.33)

) xn+1 = xn + hf(xn ;tn ): (3.2.34)

Cette dernière équation constitue une relation de récurrence permettant de résoudre le sys-

tème pour n'importe quelle condition initiale x0. Bien que cette méthode soit simple et

rapide sur le plan computationnel, elle peut être imprécise et souvent instable. Elle reste

néanmoins le point d'entrée pour des méthodes plus complexes et largement utilisées.

3.2.3.2. Méthode Runge-Kutta. La méthode Runge-Kutta (RK) [53] est une améliora-

tion de la méthode d'Euler et a été développée par les mathématiciens Carl Runge et Martin

Kutta à la �n du 19e siècle. Le principe de base derrière la méthode RK est d'utiliser plu-

sieurs estimations intermédiaires de la pente dans l'intervalle[nh; (n + 1) h] pour calculer la

solution �nale. Cela permet une meilleure estimation de la fonction sur cet intervalle, en

tenant compte de sa non-linéarité. Pour la méthode RK d'ordre 4 (RK4), on suppose la
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forme suivante

xn+1 = xn + � 1k1 + � 2k2 + � 3k3 + � 4k4 + O(h5);

k1 = hf(xn ; tn );

k2 = hf(xn + � 1k1; tn + � 1h);

k3 = hf(xn + � 2k2; tn + � 2h);

k4 = hf(xn + � 3k3; tn + � 3h):

(3.2.35)

Le calcul formel des coe�cients � i , � i et � i sort du cadre de ce mémoire. Cependant,

l'idée est de chercher la valeur de chaque coe�cient de sorte à maximiser la précision de la

méthode. Pour y arriver, on applique premièrement un développement limité surk2, k3 et

k4. On peut ensuite substituer les expressions obtenues pour lesk i dans la première ligne

de l'équation 3.2.35 avant de grouper les termes du même ordre. Pour minimiser l'erreur de

troncature locale, les coe�cients de chaque membre de l'équation obtenue pourxn+1 doivent

coïncider avec les coe�cients du développement de Taylor d'ordre correspondant. Cela mène

à un système d'équations pouvant être résolu pour trouver la valeur optimale de chaque

coe�cient. Plusieurs solutions sont possibles, et correspondent à di�érentes techniques de

résolution. En pratique, ces coe�cients ont été calculés une fois pour toutes et sont largement

acceptés et utilisés en raison de leur e�cacité à atteindre une approximation précise des EDO

à résoudre. Pour la méthode RK4, on trouve

xn+1 = xn +
1
6

k1 +
1
3

k2 +
1
3

k3 +
1
6

k4 + O(h5);

k1 = hf(xn ; tn );

k2 = hf
�

xn +
1
2

k1; tn +
1
2

h
�

;

k3 = hf
�

xn +
1
2

k2; tn +
1
2

h
�

;

k4 = hf (xn + k3; tn + h) :

(3.2.36)

Cependant, la méthode RK4 utilise un pash constant. Cette méthode a alors tendance à

perdre du temps dans les zones où la fonction varie lentement, et à être imprécise dans les

zones où la fonction varie rapidement. Pour pallier à ces désavantages, on permet àh de

varier a�n de maintenir une erreur de troncature"0 constante. Ainsi, le pas sera plus grand

lorsque la fonction varie lentement, et plus petit lorsqu'elle varie rapidement, permettant de

gagner temps et précision. C'est ce que la méthode Runge-Kutta-Fehlberg (RKF) [54] fait

en ajoutant une étape du5e ordre, permettant d'estimer l'erreur de troncature en comparant

les résultats des étapes du4e ordre x (4)
n+1 et du 5e ordre x (5)

n+1 . La méthode RKF, avec les
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coe�cients optimaux, est dé�nie comme suit

x (4)
n+1 = xn +

16
135

k1 +
6656
12825

k3 +
28561
56430

k4 �
9
50

k5 +
2
55

k6 + O(h5);

x (5)
n+1 = xn +

25
216

k1 +
1408
2565

k3 +
2197
4104

k4 �
1
5

k5 + O(h6);

k1 = hf(xn ; tn );

k2 = hf
�

xn +
1
4

k1; tn +
1
4

h
�

;

k3 = hf
�

xn +
3
32

k1 +
9
32

k2; tn +
3
8

h
�

;

k4 = hf
�

xn +
1932
2197

k1 �
7200
2197

k2 +
7296
2197

k3; tn +
12
13

h
�

;

k5 = hf
�

xn +
439
216

k1 � 8k2 +
3680
513

k3 �
845
4104

k4; tn + h
�

;

k6 = hf
�

xn �
8
27

k1 + 2k2 �
3544
2565

k3 +
1859
4104

k4 �
11
40

k5; tn +
1
2

h
�

:

(3.2.37)

L'erreur de troncature estimée est alors

" =





 x (4)

n+1 � x (5)
n+1








=










1
360

k1 �
128
4275

k3 �
2197
75240

k4 +
1
50

k5 +
2
55

k6








 :

(3.2.38)

Soit h0, le pas permettant d'obtenir l'erreur de troncature voulue"0. En supposant que

l'erreur de troncature est une erreur du5e ordre, l'erreur actuelle" et le pas actuelh sont

liés à l'erreur voulue"0 et au pas vouluh0 de la façon suivante

"0

"
=

h5
0

h5
;

) h0 = h
� "0

"

� 1=5
:

(3.2.39)

Cela indique la valeur du pas à utiliser pour s'approcher de l'erreur de troncature voulue lors

de la prochaine itération. Il est de coutume de limiter la variation du pas
�

" 0
"

� 1=5
à l'intérieur

d'une certaine fenêtre et d'ajouter un facteur multiplicatif inférieur à l'unité pour modérer

les changements rapides du pas et augmenter la stabilité de l'algorithme. Le contrôle du pas

pourrait par exemple être régi par l'application suivante

h ! ahmax
�

b; min
�

c;
� "0

"

� 1=5
��

; (3.2.40)

où a est le facteur modérateur,b est la borne minimale etc est la borne maximale. Généra-

lement, a = 0:9, b= 0:1 et c = 4.
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3.2.3.3. Algorithme WG. Pour résoudre numériquement le système d'équations di�éren-

tielles ordinaires (EDO) composé des équations 3.2.11 et 3.2.12, il est d'abord nécessaire de

préciser les conditions initiales des électrons ainsi que l'ensemble des variables nécessaires à

la simulation. On dé�nit l'entrée du guide d'onde à la positionz = 0, qui sera également

le point de départ de chaque simulation. Tous les électrons débuteront leur parcours avec

la même énergie cinétique initialeT0. Cependant, l'énergie cinétique doit être exprimée en

termes de vitesse pour les besoins du calcul. La relation entre l'énergie cinétique et la vitesse

d'une particule massive est donnée par la formulation relativiste de l'énergie

E = 
mc 2; (3.2.41)

à laquelle on retranche l'énergie de masse de la particule. L'énergie cinétique d'un électron

est alors exprimée comme

T = E � mec2

= 
m ec2 � mec2;

) 
 =
T + mec2

mec2
;

)
1

q
1 � v2

c2

=
T + mec2

mec2
;

) 1 �
v2

c2
=

�
mec2

T + mec2

� 2

;

) v = c �

s

1 �
�

mec2

T + mec2

� 2

:

(3.2.42)

Une fois la position et la vitesse initiales dé�nies, il est nécessaire de �xer un temps de

simulation maximal tmax pour éviter de simuler indé�niment les électrons qui oscillent à

l'intérieur du champ électrique. À des �ns pratiques,tmax peut être exprimé en termes de

durée d'une périodetperiode. La valeur detmax peut être ajustée selon la quantité d'électrons

de basse énergie que l'on souhaite conserver. En e�et, les électrons qui oscillent dans le

champ électrique sont généralement les plus lents ou les moins énergétiques. Puisque les

électrons en dessous d'une certaine énergie ne sortent pas du collimateur primaire, il est

inutile de simuler ces électrons. On peut alors accélérer considérablement le calcul sans

perdre de composantes spectrales utiles en choisissant judicieusement la valeur detmax . De

plus, le pas initial h0 de la méthode RKF doit être spéci�é. On peut également accélérer

l'exécution du calcul en choisissant judicieusement cette valeur. Pour ce faire, on souhaite

que h0 soit aussi proche que possible du pas optimal estimé pour les conditions initiales.

Cela permettra d'éviter des itérations d'ajustement de pas au début de la simulation. En
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outre, il est nécessaire de générerNe valeurs de temps d'injectiont0, aléatoires ou également

espacées, sur une plage correspondant au temps d'une période complète. La vitesse de la

lumière c, la masse de l'électronme, la pulsation ! associée à la fréquence d'opération� ,

la longueur du guide d'ondeL, le pas initial h0, l'erreur de troncature visée"0 et le temps

maximal de simulation tmax sont des variables utilisées par plusieurs fonctions et dont les

valeurs restent les mêmes pour toutes les simulations. Il est plus pratique de traiter ces

variables comme des variables globales a�n d'éviter de devoir les passer en argument d'une

fonction à l'autre. Quant à l'erreur de troncature visée"0, la valeur de ce paramètre doit

être optimisée pour obtenir un bon compromis entre la rapidité d'exécution et la précision.

Les étapes d'initialisation sont résumées dans l'algorithme 2.

Algorithm 2 WG - Initialisation des variables et exécution

1: Input: Ne (Nombre d'électron à simuler),T0 (Énergie cinétique initiale des électrons)

2: Output: Tf (Distribution de l'énergie �nale des électrons selon le temps d'injection)

3: Variables globalesc (Vitesse de la lumière),me (Masse de l'électron),! (Pulsation d'opé-

ration), L (Longueur du guide d'onde),h0 (Pas initial), "0 (Erreur de troncature visée),

tmax (Temps maximal à simuler pour chaque électron)

4: z0  0 . Position initiale pour toutes les particules

5: v0  c �
q

1 � ( mec2

T0+ mec2 )2 . Vitesse initiale pour toutes les particules

6: x0  (z0; v0) . Vecteur des conditions initiales

7: tperiode  2�
! . Durée d'une période complète

8: tmax  30� tperiode . Temps maximal à simuler, ajustable

9: h0  tperiode=200 . Pas initial, ajustable

10: Initialiser T f (t0) . Tableau Ne � 2 qui contiendra les résultats

11: t 0  GénérerNe valeurs entre� 1
2 tperiode et 1

2 tperiode

12: T f (t0)  CalculEnergies (t 0, x0) . Exécution

Pour obtenir la distribution des énergies �nales des électrons en fonction de leur temps

d'injection, il su�t de simuler la trajectoire des électrons à l'intérieur du guide d'onde pour

chaque valeur det0 dé�nie précédemment. On peut après coup convertir la vitesse �nale de

l'électron en énergie cinétique de la façon suivante

T = E � mec2

= 
m ec2 � mec2

= ( 
 � 1) mec2

=

0

@ 1
q

1 � v2

c2

� 1

1

A mec2:

(3.2.43)
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Les étapes de cette routine sont résumées dans l'algorithme 3.

Algorithm 3 WG - Routine pour le calcul de l'énergie �nale des électrons

1: procedure CalculEnergies (t 0, x0)

2: for eacht0 in t 0 do

3: x  RKF (t0, x0) . Simulation pour la particule injectée àt0

4: (z; v)  x

5: if z � L then . Véri�er si la particule est sortie du guide d'onde

6: Tf  
�

1q
1� v 2

c2

� 1
�

� mec2 . Conversion de la vitesse �nale en énergie

7: Ajouter (t0; Tf ) à T f (t0)

8: end if

9: end for

10: return T f (t0)

11: end procedure

La simulation des trajectoires est soutenue par la méthode RKF, décrite dans l'algorithme 4.

Normalement, les algorithmes de résolution d'EDO gardent en mémoire la coordonnéex à

chaque étape de la résolution pour analyse ultérieure. Puisque que l'on s'intéresse seulement

à la vitesse des électrons à la sortie du guide d'onde, il n'est pas nécessaire de garder les

trajectoires en mémoire, cela ne ferait que ralentir l'exécution du calcul. De ce fait, le présent

algorithme connaît seulement la coordonnée actuellex ainsi que la prochainexnext . De plus,

la simulation s'e�ectue à l'intérieur d'un certain temps maximal, mais aussi à l'intérieur du

domaine spatial correspondant au guide d'onde. De cette façon, on ne continue pas de simuler

inutilement les électrons qui sont retournés vers l'injecteur dès le début de la simulation, ou

qui sont arrivés au bout du guide d'onde.

Pour plus de malléabilité et de généralité, les fonctions nécessaires au calcul des dérivées sont

dé�nies à l'extérieur de la fonction RKF. Ainsi, la fonction RKF peut être réutilisée telle

quelle dans un autre code. Dans l'algorithme 5, on détermine, à l'intérieur def, le système

d'EDO régis par les équations 3.2.11 et 3.2.12. La fonctionf renvoie les dérivées nécessaires

à la résolution par la méthode RKF. Les fonctionsA(z) et kg(z), également nécessaires au

calcul des dérivées, peuvent avoir des formes arbitraires. Pour faciliter la modi�cation de

ces fonctions, elles sont caractérisées à l'extérieur def. La dé�nition de kg(z) peut se faire à

partir des longueurs des cavitésd fournies par le constructeur, en utilisant la relation 3.1.26.

L'ajout d'une phase peut être nécessaire a�n de garantir la continuité du champ électrique.

L'algorithme, dans son ensemble, peut être utilisé pour résoudre la cinématique d'un électron

sur l'axe central d'un guide d'onde, et ce, pour n'importe quel champ électrique. Dans le
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Algorithm 4 WG - Résolution de la cinématique d'un électron dans un guide d'onde

1: function RKF (t0, x0)

2: t  t0

3: x  x0

4: while t < t max + t0 and 0 � z � L do

5: k1  h � f(t; x)

6: k2  h � f(t + 1
4h; x + 1

4k1)

7: k3  h � f(t + 3
8h; x + 3

32k1 + 9
32k2)

8: k4  h � f(t + 12
13h; x + 1932

2197k1 � 7200
2197k2 + 7296

2197k3)

9: k5  h � f(t + h; x + 439
216k1 � 8k2 + 3680

513 k3 � 845
4104k4)

10: k6  h � f(t + 1
2h; x � 8

27k1 + 2k2 � 3544
2565k3 + 1859

4104k4 � 11
40k5)

11: xnext  x + 16
135k1 + 6656

12825k3 + 28561
56430k4 � 9

50k5 + 2
55k6

12: "  



 1

360k1 � 128
4275k3 � 2197

75240k4 + 1
50k5 + 2

55k6






13: if " � "0 then . Continuer si l'erreur n'est pas supérieure à la tolérance

14: t  t + h

15: x  xnext

16: end if

17: h  0:9h � max
n

0:1; min
n

4;
�

" 0
"

� 1=5
oo

. Ajustement du pas

18: end while

19: return x

20: end function

cadre de ce mémoire, cet algorithme a été programmé en langagePython, en assurant sa

compatibilité avec le compilateurJust In Time (JIT) via le décorateur @njit de la biblio-

thèque Numba. La compilation de l'algorithme en langage machine permet d'accélérer la

résolution de plus de 200 fois dans le cas présent.

3.2.3.4. Généralisation de l'algorithme WG. L'algorithme présenté précédemment

n'est pas limité à résoudre la cinématique de l'électron en seulement une dimension à l'inté-

rieur d'un champ électrique sinusoïdal. La méthode RKF, telle qu'énoncée dans ce chapitre,

est générale pourN dimensions. En e�et, il su�t d'écrire

x = ( x1; _x1; x2; _x2; : : : ; xN ; _xN )T ; (3.2.44)

et d'adapter la fonction f pour qu'elle renvoie les dérivées sous la forme correspondante

_x = ( _x1; •x1; _x2; •x2; : : : ; _xN ; •xN )T : (3.2.45)
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Algorithm 5 WG - Fonctions nécessaires pour calculer les dérivées

1: function f (t; x)

2: (z; v)  x

3: _z  v

4: if 0 � z � L then

5: _v  � A (z) sin( kg (z)z� !t )
me 
 3 . Rappel: 
 = 1q

1� v 2

c2

6: else

7: _v  0 . L'accélération est nulle à l'extérieur du guide d'onde

8: end if

9: return _x  ( _z; _v)

10: end function

11: function A(z)

12: A  Dé�nir A(z) ici

13: return A

14: end function

15: function kg(z)

16: kg  Dé�nir kg(z) ici

17: return kg

18: end function

Dans le cas où l'on voudrait simuler le transport d'un électron dans un champ électrique

tridimensionnel quelconque~E, on peut généraliser le système d'EDO en écrivant

( _x; _y; _z) = ( vx ; vy; vz);

( _vx ; _vy; _vz) = �
e~E

me
 3
:

(3.2.46)

Ici le système est exprimé en coordonnées cartésiennes, mais on peut évidemment l'adapter

à tout système de coordonnées. Au système d'EDO, on pourrait aussi vouloir ajouter des

termes représentant un champ magnétique, un champ gravitationnel, de la friction, etc.

3.2.3.5. Validation de l'algorithme WG. Pour véri�er que l'algorithme proposé pré-

cédemment fonctionne correctement, on propose de comparer la solution trouvée par la

méthode RKF à celle trouvée par le modèle analytique. Les paramètres utilisés pour la com-

paraison sont listés dans le tableau 3.1. Ces paramètres correspondent à un guide d'onde

court, de haute puissance, opérant à l'intérieur de la bande S.

A�n de trouver la distribution de l'énergie �nale des électrons selon leur temps d'injection

à partir de la solution analytique, l'équation 3.2.28 peut être inversée numériquement pour
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Paramètre Valeur

Vitesse de la lumièrec 299792458 m/s

Masse de l'électronme 0.511 MeV/c2

Fréquence d'opération� 3 GHz

Pulsation ! 2��

Longueur du guide d'ondeL 0.2998 m

Amplitude A 40 MeV/m 8z 2 [0;L]

Nombre d'onde du guide d'ondekg !=c 8z 2 [0;L]

Nombre d'électrons simulésNe 50000

Énergie initiale des électronsT0 0.0308 MeV

Pas initial h0 tperiode=200

Temps maximal à simulertmax 30� tperiode

Erreur de troncature visée"0 1e� 12

Tableau 3.1. Paramètres de la simulation pour la validation de la méthode RKF.

les di�érentes valeurs de temps d'injection. La distribution obtenue pour la conditionC <

B seulement, ainsi que la distribution totale correspondante avec la méthode RKF sont

présentées dans la �gure 3.4. On remarque un chevauchement parfait des deux courbes dans

la zone où la solution analytique est tracée. En s'éloignant du centre, le prolongement jusqu'à

zéro de la courbe produite par la méthode RKF est attribuable à la conditionC = B. Les

structures périodiques, correspondant à la conditionC > B , sont des électrons qui oscillent

dans le champ électrique, mais qui réussissent tout de même à sortir du guide d'onde avant

tmax .

Pour obtenir un spectre à partir d'une distributionTf (t0), on doit simplement produire l'his-

togramme des énergies cinétiques �nales. La �gure 3.5 présente les spectres correspondants.

Quoique quelques instabilités numériques soient visibles, aucune di�érence majeure n'est

observée entre les deux spectres sur le domaine où la conditionC < B domine.

Puisque la méthode RKF reproduit avec exactitude le résultat du calcul analytique, on en

conclut que la méthode de résolution numérique exposée dans ce chapitre est �able pour

simuler la dynamique des électrons à l'intérieur d'un guide d'onde.

3.3. E�ets des paramètres du guide d'onde

Pour comprendre l'in�uence de chaque paramètre du guide d'onde sur la forme du spectre

�nal, nous proposons d'étudier le modèle simpli�é d'un guide d'onde, illustré à la �gure 3.6.
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Fig. 3.4. Comparaison de la distributionTf (t0) obtenue avec la méthode analytique avec

C < B et la méthode RKF pour les paramètres inscrits dans le tableau 3.1.

Fig. 3.5. Comparaison du spectre obtenu avec la méthode analytique avecC < B et la

méthode RKF pour les paramètres inscrits dans le tableau 3.1.

Le guide d'onde concerné sera un TW opérant dans la bande X. Pour un tel guide d'onde,

l'onde RF est injectée au début du guide, comme illustré dans la �gure 3.1. A�n de simuler

la décroissance du champ électrique avec la distance depuis le point d'injection du RF, le

guide d'onde sera divisé en trois sections distinctes, chacune ayant sa propre amplitudeA.

La première section, qui constitue lebuncher, comprendra 3 cavités et aura une vitesse de
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phase inférieure àc. Les deuxième et troisième sections comprendront respectivement 7 et 18

cavités régulières. La géométrie proposée est le résultat de déductions en réponse à la collecte

d'informations rendue publique via divers articles publiés à propos de quelques guides d'onde

opérant sur la bande X, incluant celui composant le Mobetron [55, 56, 57, 58, 59 ].

Fig. 3.6. Illustration d'un guide d'onde simpli�é, où T0 est l'énergie cinétique initiale des

électrons,A i est le produit de la charge élémentaire de l'électron avec l'amplitude du champ

électrique de la sectioni , et vph;i est la vitesse de phase dans la sectioni .

En incluant l'énergie initiale des électronsT0, il y a cinq paramètres à faire varier. Pour ce

faire, un seul paramètre sera varié à la fois tandis que les autres seront maintenues à des va-

leurs �xes. Les valeurs �xées ainsi que les autres paramètres de la simulation sont disponibles

dans le tableau 3.2. De cette façon, on obtient une représentation, sur des plans bidimension-

nels, de la distribution de l'énergie �nale des électrons dans l'espace(T; T0; vph;1; A1; A2; A3)

à la sortie du guide d'onde.

La �gure 3.7 représente la densité de probabilité d'obtenir un électron d'énergieT selon la

valeur du paramètreA1. Pour tracer une ligne verticale dans un tel graphique, on simule,

pour une valeur deA1 donnée, 1000 électrons avec des temps d'injectiont0 uniformément

espacé. L'énergie �nale de chaque électron est ensuite marquée à l'aide d'un point noir vis-

à-vis la valeur deA1 simulée. Chaque ligne verticale correspond ainsi à un spectre, un peu

comme si on les observait de haut. D'ailleurs, les zones plus foncées représentent les pics de

ces spectres.

En analysant la �gure 3.7, on observe une zone foncée entre 0 MeV et 2 MeV, présente pour

toutes les valeurs deA1. Cette zone correspond aux électrons qui oscillent dans le champ

électrique. On remarque que cette zone devient progressivement plus pâle à mesure queA1

augmente, suggérant qu'il est possible d'améliorer la capture des électrons en augmentant

le champ électrique dans la première section. À partir deA1 = 32 MeV/m, un point foncé

se détache du groupe de basse énergie et monte vers des énergies de plus en plus élevées à
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Paramètre Valeur

Vitesse de la lumièrec 299792458 m/s

Masse de l'électronme 0.511 MeV/c2

Fréquence d'opération� 9.29 GHz

Pulsation ! 2��

Longueur du guide d'ondeL 0.8713 m

A1 52 MeV/m

vph;1 0:67c

A2 20 MeV/m

vph;2 c

A3 10 MeV/m

vph;3 c

Nombre d'électrons simulésNe 1000

Énergie initiale des électronsT0 0.02 MeV

Pas initial h0 tperiode=10000

Temps maximal à simulertmax 100� tperiode

Erreur de troncature visée"0 1e� 14

Tableau 3.2. Paramètres de la simulation du guide d'onde simpli�é.

mesure que la valeur du paramètre augmente. Il existe donc une certaine valeur de champ

électrique minimale nécessaire pour qu'un électron soit capté et accéléré de manière optimale.

Les électrons de ce détachement restent énergétiquement groupés, formant une collection de

spectres avec un seul pic très �n jusqu'à environA1 = 45 MeV/m. Par la suite, le pic de

haute énergie s'élargit à mesure queA1 augmente, jusqu'à former plusieurs pics distincts.

La �gure 3.8 illustre l'in�uence du paramètre A2 sur la forme du spectre. On constate que

ce paramètre a�ecte principalement la largeur du pic de haute énergie. La largeur du pic

diminue à mesure que la valeur deA2 augmente, atteignant une valeur optimale autour de

A2 = 20 MeV/m. Au-delà de cette valeur, le pic commence à s'élargir. La deuxième section

fonctionne ainsi comme une sorte de lentille qui concentre les électrons de haute énergie.

En observant la �gure 3.9, on note que le paramètreA3 in�ue sur la position du pic principal,

sans toutefois modi�er la forme générale du spectre.

La �gure 3.10 montre l'e�et de l'énergie cinétique initiale des électrons sur la forme du

spectre. On observe que le pic principal s'élargit à mesure que le paramètreT0 augmente.

Cependant, l'in�uence de ce paramètre sur la forme du spectre est relativement marginale.
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Fig. 3.7. Électrons, de l'espace(T; T0; vph;1; A1; A2; A3) à la sortie du guide d'onde simpli�é,

dans le planT � A1 avecT0 = 20 keV, vph;1 = 0:67c, A2 = 20 MeV/m et A3 = 10 MeV/m.

Fig. 3.8. Électrons, de l'espace(T; T0; vph;1; A1; A2; A3) à la sortie du guide d'onde simpli�é,

dans le planT � A2 avecT0 = 20 keV, vph;1 = 0:67c, A1 = 52 MeV/m et A3 = 10 MeV/m.

Dans la �gure 3.11, nous observons l'impact de la vitesse de phase sur la distribution de

l'énergie �nale des électrons. Il apparaît que la densité d'électrons de basses énergies va-

rie signi�cativement avec la vitesse de phase, faisant de celle-ci un élément crucial pour la
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Fig. 3.9. Électrons, de l'espace(T; T0; vph;1; A1; A2; A3) à la sortie du guide d'onde simpli�é,

dans le planT � A3 avecT0 = 20 keV, vph;1 = 0:67c, A1 = 52 MeV/m et A2 = 20 MeV/m.

Fig. 3.10. Électrons, de l'espace(T; T0; vph;1; A1; A2; A3) à la sortie du guide d'onde simpli�é,

dans le planT � T0 avecvph;1 = 0:67c, A1 = 52 MeV/m, A2 = 20 MeV/m et A3 = 10 MeV/m.

�ltration des basses énergies. De plus, la forme des spectres change considérablement en

fonction de la vitesse de phase, et on constate qu'en dessous d'une certaine valeur, les élec-

trons peinent à augmenter leur énergie. En e�et, la vitesse des électrons ne peut excéder
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la vitesse de phase. Si la vitesse de phase est insu�sante, les électrons ne seront pas assez

énergétiques pour continuer leur progression dans les cavités régulières après être sortis du

buncher. C'est ce phénomène que nous observons dans la partie gauche de la �gure 3.11.

Néanmoins, il est possible d'augmenter progressivement la vitesse de phase de cavité en ca-

vité à l'intérieur du buncher, a�n de conduire graduellement un maximum d'électrons vers

les hautes énergies. Cette pratique est couramment utilisée par les constructeurs. On voit

souvent des séries de 5 à 10 cavités munies de vitesses de phase aussi basse que0:3c pour les

premières, et jusqu'à0:95c pour les dernières.

Fig. 3.11. Électrons, de l'espace(T; T0; vph;1; A1; A2; A3) à la sortie du guide d'onde simpli�é,

dans le planT � vph;1 avec T0 = 20 keV, A1 = 52 MeV/m, A2 = 20 MeV/m et A3 = 10

MeV/m.

Faits saillants:

(1) Les conditions dans les premières cavités, notamment la vitesse de phase et l'ampli-

tude, sont déterminantes pour la forme du spectre;

(2) On peut ajuster la vitesse de phase et l'amplitude du champ électrique dans lebuncher

pour optimiser la captation des électrons;

(3) Une amplitude de champ électrique bien choisie dans les premières cavités régulières

peut permettre de réduire l'écart-type de la distribution énergétique formant le pic

principal;

(4) Il est possible de faire varier l'énergie du pic principal sans changer la forme du spectre

en modi�ant l'amplitude du champ électrique des dernières sections du guide d'onde;
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(5) L'énergie initiale des électrons n'a pas un impact signi�catif sur la forme du spectre.

3.4. Variation du champ électrique dans un guide

d'onde

Précédemment, on supposait que l'amplitude du champ électrique restait constante à

l'intérieur des di�érentes sections du guide d'onde. Toutefois, il est pratiquement impossible

de concevoir un guide d'onde où le champ électrique demeure uniforme et constant dans

le temps. En réalité, plusieurs phénomènes physiques entraînent des variations du champ

durant l'accélération des électrons. Dans cette section, nous proposons d'examiner les prin-

cipaux e�ets responsables de ces variations.

3.4.1. E�ets à considérer

L'un des e�ets majeurs à considérer est la réponse du guide d'onde à une impulsion RF.

La propagation de l'onde RF à l'intérieur du guide d'onde n'est pas instantanée. L'onde

prend un certain temps à se propager et subit de la dissipation. Par conséquent, l'amplitude

du champ électrique généré par l'onde RF n'est pas constante et décroît exponentiellement

avec la distance depuis la source. En outre, les mécanismes de dissipation entraînent une

modulation signi�cative du champ électrique lors de sa propagation [49].

Un autre e�et important est l'interaction des électrons avec le guide d'onde lui-même.

Lorsque les électrons traversent le guide d'onde, ils génèrent leur propre champ électrique,

qui interfère avec celui produit par l'onde RF. Cela peut modi�er la phase et réduire l'ampli-

tude du champ électrique total, un phénomène connu sous le nom de chargement du faisceau

(beam loading) [49, 60].

Également, la dilatation thermique et le passage des électrons peuvent altérer la fréquence de

résonance du guide d'onde. Si la fréquence d'opération s'éloigne de la fréquence de résonance,

le champ électrique est davantage atténué, ce qui peut �nalement empêcher la propagation

de l'onde à l'intérieur du guide d'onde. Ce phénomène est appelé l'e�et de désyntonisation

(detuning e�ect) [61].

Outre ces e�ets, d'autres facteurs peuvent in�uencer directement l'amplitude du champ

électrique. Par exemple, la puissance du RF générée par le magnétron peut varier au �l du

temps, impactant ainsi directement l'amplitude du champ électrique dans le guide d'onde.

63



En�n, le beam loadingdépend de la quantité d'électrons présents dans le guide d'onde,

et donc du courant d'électrons injecté. La quantité d'électrons émis par l'injecteur n'est

généralement pas constante, ce qui fait varier le courant injecté dans le guide d'onde et

modi�e l'amplitude du champ électrique généré par le faisceau, a�ectant ainsi l'amplitude

totale du champ électrique perçu par les électrons.

3.4.2. Modélisation des e�ets pouvant faire varier l'amplitude du

champ électrique à l'intérieur d'un guide d'onde

Une des méthodes pour modéliser les e�ets liées à la réponse d'un guide d'onde est

proposée par Leisset al. [49]. Il s'agit d'une méthode qui prend en compte la réponse du

guide d'onde à une impulsion RF, lebeam loadinget le detuning e�ect. L'idée est d'exprimer,

dans le domaine fréquentiel, le champ électrique résultant comme le produit du signal entrant

avec une fonction de réponse propre au guide d'onde. Par le théorème de Floquet [62], on

peut montrer que pour un champ électrique périodique on a

E(z; ! ) = E0

1X

m=0

1X

n=0

am;n (! )e� km;n (! )z; (3.4.1)

où E(z; ! ) est le champ électrique résultant associé à l'impulsion électrique périodiqueE0.

Les termesam;n (! ) et e� km;n (! )z représentent respectivement le multiplicateur et le vecteur

de Floquet associé au mode de propagationm;n, décrit par la constante de propagation

km;n (! ). Le contenu fréquentiel du signal entrant est alors décomposé sur une base de

fonctions ampli�ées ou atténuées exponentiellement pour être propagées dans l'espace et le

temps. Cette équation illustre comment le système répond à une impulsion. On dé�nit alors

la fonction de réponse du système comme suit

G(z; ! ) =
1X

m=0

1X

n=0

am;n (! )e� km;n (! )z; (3.4.2)

) E(z; ! ) = E0G(z; ! ): (3.4.3)

Dans le cas où il y aurait seulement un mode de propagation dominant, par exemple le mode

TM 01, la fonction de réponse devient simplement

G(z; ! ) = e� kg (! )z: (3.4.4)

Pour un guide d'onde uniforme, la constante de propagationkm;n (! ) serait décrite par l'équa-

tion 3.1.20. Or, on sait que pour accélérer des électrons à l'intérieur d'un guide d'onde
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uniforme, on doit lui ajouter des disques chargés. Pour un guide d'onde à disques chargés,

la constante de propagation avec dissipation du mode TM01 peut être approximée par la

relation suivante

kg(! ) � arccosh

"

1 +
�

�
p

2
+

p
2

! c
(i! � i! 0)

� 2
#

; (3.4.5)

où � est le coe�cient d'atténuation, ! c est la fréquence de coupure et! 0 est la fréquence

de résonance. En substituant 3.4.5 dans 3.4.4 et en e�ectuant une transformée de Laplace

inverse pour passer du domaine fréquentiel au domaine temporel, on trouve

G(z; t) = 2 z
J2z(! ct)

t
ei (! 0 t � �z )e� 1

2 �! c t : (3.4.6)

L'équation précédente représente la fonction de réponse exprimée en fonction du temps et de

la position. Dans le domaine fréquentiel, le champ résultant est donné par le produit entre

l'impulsion et la fonction de réponse, tel que décrit par l'équation 3.4.3. Dans le domaine

temporel, cette opération devient une convolution entre les deux fonctions. Ainsi, le champ

ERF généré par une impulsion RFE0;RF est donné par

ERF (z; t) =
Z t

0
E0;RF (t � � )G(z; � )d�: (3.4.7)

En supposant qu'une impulsion RF de la forme suivante soit injectée à la positionz = 0

E0;RF (t) = ei!t ; (3.4.8)

et ce, durant 400 ns, il est possible de calculer numériquement le champ électrique créé à

l'intérieur du guide d'onde. La �gure 3.12 a) présente le résultat de ce calcul en fonction de

la position à di�érents instants. On observe que le champ électrique prend un certain temps

à se propager, et qu'il y a une grande amplitude de modulation de l'enveloppe durant cette

propagation. L'amplitude du champ atteint éventuellement un équilibre où la modulation

devient inexistante. L'enveloppe du champ à l'équilibre adopte la forme d'une exponentielle

qui décroît plus ou moins rapidement en fonction de la valeur du coe�cient� . La �gure

3.12 b) montre le résultat du calcul en fonction du temps à la positionz = 0:2 m. Cela

permet d'apprécier l'atténuation de l'amplitude de la modulation jusqu'à ce que le champ

atteigne un équilibre. On constate également que le champ ne disparaît pas immédiatement

à la �n de l'excitation. En e�et, si une excitation provoque de la modulation, l'arrêt soudain

de celle-ci en provoquera autant.

Pour modéliser lebeam loading, on doit d'abord examiner le passage d'unbunchd'électrons à

l'intérieur du guide d'onde. Pour cela, on suppose que lebunchse comporte comme un delta

de Dirac se déplaçant à la vitesse de la lumière. En réalité, lorsqu'on simule la dynamique
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a) b)

Fig. 3.12. Amplitude normalisée du champ électrique produit par un signal RF en fonction:

de la position à di�érents instants donnés (a); du temps àz = 0:2 m (b).

des électrons avec l'algorithme WG, on observe que 50% des électrons les plus rapides ont un

écart-type en position de moins de 350� m dans les premières cavités. Cette valeur diminue

à moins de 150� m par la suite, alors que les électrons atteignent des vitesses supérieures à

99% de celle de la lumière. Ainsi, l'approximation du delta de Dirac n'est pas si éloignée de

la réalité. La convolution de la fonction de réponse avec un delta de Dirac est triviale, mais

il est ensuite nécessaire d'intégrer cette fonction sur toutes les positions dubunch pour des

temps retardés d'une valeurz=c, comme indiqué dans l'équation suivante

EBunch;F (z; t) = � �
Z z

0
G(z � u; t �

u
c

)du: (3.4.9)

Ici, � est une constante de couplage entre la charge dubunchet la réponse du guide d'onde à

cette charge. L'équation précédente est vrai pour l'onde émise vers l'avantEBunch;F , mais le

bunchémet également une onde vers l'arrièreEBunch,R , qui doit être additionnée à la solution

pour obtenir l'expression complète du champ électrique

EBunch (z; t) = EBunch;F (z; t) + EBunch;R (z; t): (3.4.10)

Dans la �gure 3.13 a), on peut observer le déplacement du front d'onde créé par lebunchà

mesure que le temps s'écoule. Le guide d'onde met un certain temps à réagir au passage du

bunch, et le champ continue de croître bien après le passage de celui-ci, comme illustré dans

la �gure 3.13 b). L'amplitude du champ électrique atteint éventuellement un maximum

avant de décroître de manière quasi exponentielle. Dans la �gure 3.14, nous découvrons

l'amplitude du champ électrique en fonction du temps à la positionz = 0:2 m après le

passage d'unbunch. On distingue une montée rapide du champ suivie d'une relaxation
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relativement lente, perturbée par une baisse plus marquée juste aprèst = 150 ns. Cette

baisse est causée par le passage àz = 0:2 m de la dernière onde émise vers l'arrière avant

que lebunchne sorte du guide d'onde.

a) b)

Fig. 3.13. Amplitude normalisée du champ électrique produit par le passage d'unbunch, en

fonction de la position à di�érents instants donnés: durant le passage dubunchà l'intérieur

du guide d'onde (a); longtemps après la sortie dubunch(b).

Fig. 3.14. Amplitude normalisée du champ électrique produit par le passage d'unbunch,

en fonction du temps à la positionz = 0:2 m.

Pour modéliser lebeam loadingdans son ensemble, il su�t de simuler le faisceau comme

étant une répétition de bunch à une fréquence correspondant à la fréquence d'opération.

Pour une répétition deNB bunch, on écrit

EBeam (z; t) =
NBX

n=0

EBunch (z; t �
2�
!

n): (3.4.11)
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La �gure 3.15 a) montre l'enveloppe du champ électrique résultant dubeam loadingen

fonction de la position à di�érents instants. On note que l'enveloppe du champ électrique

change de forme selon la position durant la phase transitoire jusqu'à l'équilibre. La �gure

3.15 b) illustre le temps nécessaire pour atteindre cet équilibre, correspondant à la période

de relaxation du champ après le passage d'un seulbunch.

a) b)

Fig. 3.15. Amplitude normalisée du champ électrique produit par un faisceau en fonction:

de la position à di�érents instants donnés (a); du temps àz = 0:5 m (b).

La fonction de réponse décrite par l'équation 3.4.6 modélise intrinsèquement ledetuning

e�ect . Pour le comprendre, intéressons-nous à l'équation 3.4.5, plus précisément au terme

�
�

p
2

+

p
2

! c
(i! � i! 0)

� 2

=
� 2

2
+

2�
! c

(i! � i! 0) +
2
! 2

c
(i! � i! 0)2: (3.4.12)

Or, (i! � i! 0)2 est réel et positif car

(i! � i! 0)2 = � ! 2 + 2!! 0 + ! 2
0

= ! (2! 0 � ! ) + ! 2
0;

(3.4.13)

et comme la fréquence d'opération est près de la fréquence de résonance, on a nécessairement

que

2! 0 > !;

) (2! 0 � ! ) > 0;

) ! (2! 0 � ! ) + ! 2
0 > 0;

) (i! � i! 0)2 2 R+ :

(3.4.14)
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Le terme (i! � i! 0)2 fonctionne alors comme un facteur d'atténuation, au même titre que

� . Ainsi, plus l'écart entre la fréquence d'opération et la fréquence de résonance est grand,

plus le signal sera atténué. La �gure 3.16 a) montre l'amplitude du champ électrique en

fonction du temps au centre du guide d'onde pour une impulsion RF de di�érentes fréquences.

On constate que l'amplitude du champ électrique diminue à mesure que l'on s'écarte de la

fréquence de résonance, jusqu'à ce que le signal ne puisse plus se propager. On observe

également une deuxième fréquence de modulation lorsque! 6= ! 0, issue directement du

terme croisé2�
! c

(i! � i! 0). Si on trace l'amplitude du champ au centre du guide d'onde à

l'équilibre, disons àt = 1000 ns, en fonction de la fréquence, on obtient la �gure 3.16 b).

On remarque que l'amplitude du champ à l'équilibre varie très peu, à moins de s'écarter

dramatiquement de la fréquence de résonance. Cependant, la largeur de ce plateau di�ère

assurément d'un guide d'onde à l'autre, ne permettant pas de conclure que ledetuning e�ect

soit moins important que les autres mécanismes étudiés précédemment.

a) b)

Fig. 3.16. Amplitude normalisée du champ électrique àz = 0:5 m produit par une exci-

tation RF en fonction: du temps pour di�érentes fréquences données (a); de la fréquence à

t = 1000 ns (b).

Bien que les modélisations précédentes soient relativement simples, elles permettent d'ap-

préhender les phénomènes physiques complexes en jeu à l'intérieur d'un guide d'onde. À ce

stade, les variations du courant d'injection et de la puissance RF n'ont pas encore été incluses

dans le développement. Toutefois, ces variables pourraient être caractérisées expérimentale-

ment et intégrées au modèle pour fournir une estimation assez réaliste du champ électrique,

qui pourrait alors être incorporée dans l'algorithme WG. Une simulation très réaliste d'un

guide d'onde pourrait alors être réalisée en suivant ces étapes :

(1) Initialiser une matrice pour le champ total ;
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(2) Calculer le champ induit par l'impulsion RF, en tenant compte des variations de

puissance, et ajouter ce résultat au champ total ;

(3) Pour chaque période d'oscillation du champ électrique :

(a) Simuler Ne électrons à l'intérieur du champ total avec l'algorithme WG ;

(b) Déterminer la position du bunchen fonction du temps ;

(c) Calculer le champ électrique induit par le passage de cebunch ;

(d) Ajouter le champ dubunchau champ total, avec une pondération qui tient compte

des �uctuations du courant de l'injecteur.

En réalité, conformément au théorème fondamental dubeam loading, le bunch d'électrons

subirait l'in�uence de la moitié de son propre champ. Il serait donc nécessaire d'ajouter une

boucle de rétroaction sur la simulation de chaquebunch; resimuler chaquebunchen incluant

la moitié de son champ calculé lors de la première itération pourrait su�re avant de passer

au suivant. Bien que cette approche exige une quantité substantielle de ressources de calcul

et puisse sembler excessive, elle permettrait de résoudre un spectre de manière très détaillée.

Heureusement, avec un peu d'ingéniosité, il n'est pas nécessaire d'emprunter cette voie pour

obtenir une estimation réaliste du spectre à la sortie du guide d'onde.

3.4.3. Impact sur la forme du spectre

S'il y a un élément à retenir de la section 3.4, c'est que le champ électrique à l'intérieur

d'un guide d'onde est dynamique et clairement non constant dans le temps. Pour illustrer

l'impact de la variation du champ électrique sur la forme d'un spectre à la sortie du guide

d'onde, nous proposons de simuler le spectre obtenu pour une variation linéaire de l'am-

plitude du champ électrique. Le guide d'onde illustré à la �gure 3.6 sera réutilisé avec les

mêmes paramètres listés dans le tableau 3.2, à l'exception du nombre d'électrons et du temps

maximal de simulation. Les valeurs de ces deux derniers paramètres seront respectivement

ajustées àNe = 500000 et tmax = 30tperiode. En outre, les valeurs d'amplitudeA i varieront

linéairement sur l'intervalle [0:7A i ; A i ].

La �gure 3.17 a) et b) présente respectivement la distribution des énergies �nales en fonction

du temps d'injection e�ectif des électrons et le spectre associé à cette distribution. On dé�nit

le temps d'injection e�ectif comme le temps écoulé depuis le début de la dernière période

d'oscillation. Mathématiquement on écrit

te� = t0%tperiode �
1
2

tperiode; (3.4.15)
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