Université de Montréal

Apprentissage statistique des modeles de graphes

aléatoires exponentiels : théorie et méthodes

par
Gabriel Fortin-Leblanc

Département de mathématiques et de statistique

Faculté des arts et des sciences

Mémoire présenté en vue de I'obtention du grade de
Maitre és sciences (M.Sc.)
en statistique

26 aolit 2024

© Gabriel Fortin-Leblanc, 2024






Université de Montréal

Faculté des arts et des sciences

Ce mémoire intitulé

Apprentissage statistique des modeles de graphes

aléatoires exponentiels : théorie et méthodes

présenté par

Gabriel Fortin-Leblanc

a été évalué par un jury composé des personnes suivantes :

Alejandro Murua

(président-rapporteur)

Florian Maire

(directeur de recherche)

Lucas Benigni

(membre du jury)






Résumé

Les modeles de graphes aléatoires de la famille exponentielle sont flexibles et permettent
d’analyser des relations entre des objets. Malheureusement, leur souplesse vient avec un
lot de difficultés. Echantillonner des graphes provenant de ces modeéles est le plus souvent
infaisable, ce qui oblige d’utiliser des techniques comme Métropolis-Hastings. Approximer
I’estimateur de vraisemblance maximale est ardu, et I'utilisation de techniques souvent peu
connues est nécessaire. En statistique bayésienne, une approximation par a une loi normale de
la loi a postériori est tout ce qu’on peut espérer. Dans cette monographie, on commence par
montrer comment échantillonner selon ces modeles, puisque cette tache revient tout au long
du document. Il s’en suit une étude détaillée sur I'estimateur de vraisemblance maximale, et
puis finalement, on montre comment obtenir une approximation de la loi a postériori dans
le cadre bayésien.

Un grand effort est apporté a 'approximation par Monte Carlo par chaines de Markov de
Iestimateur de vraisemblance maximale. On y voit les conditions nécessaires et suffisantes a
son existence et a son unicité, mais aussi a l’existence et 'unicité de son approximation. On
apporte des améliorations aux algorithmes déja existants pour mieux prendre en compte la
théorie et assurer leur robustesse. On termine en démontrant le comportement asymptotique
de I'approximation. Les précédentes études ont simplement appliqué la méthode pour ce type
de modele sans s’assurer de la validité de I’application, ce qu’on rectifie.

Mots-clés : Statistique computationelle, Statistique bayésienne, Modeles de graphes
aléatoires exponentiels, Estimateur de vraisemblance maximale par chaine de Markov, Infé-

rence variationelle






Abstract

Exponential random graph models are flexible and allow analyzing relations between any
type of objects. Unfortunately, they come with a large number of nuisances. Sampling random
graphs is impossible. It left no choice except to use methods such as Metropolis-Hastings.
Approximating the maximum likelihood estimator is not trivial, and employing not well-
known tools are needed. In Bayesian statistics, a normal law approximation is the closest
we can get from the posterior law. In this monograph, we first show how to sample random
graphs since it is required for all other techniques. After that, a well-developed study on the
maximum likelihood estimator is done. Finally, we show how to approximate the posterior
law.

A great effort has been made to clarify the Markov chain Monte Carlo approximation
of the maximum likelihood estimator. We exhaustively enumerate the conditions for the
existence and the uniqueness of the estimator and its approximation. We then bring im-
provements to existing algorithms for better reflecting the theory and strengthen robustness.
Lastly, we show the asymptotic behaviour of this approximation. Previous studies simply
applied the technique without verifying all needed conditions. We pass through all those
conditions, and apply modifications when needed.

Keywords : Computational statistics, Bayesian statistics, Exponential random graph

models, Markov chain maximum likelihood estimator, Variational inference
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Introduction

Soit un ensemble V. On définit un graphe G' comme le couple (V, E), ot E C V2. On
nomme les éléments de V' des sommets, et les éléments de E des arétes. Soit une paire de
sommets u,v € V. On dit que u et v sont adjacents si (u,v) € E. On remarque que F
peut étre vu comme une relation sur V. Si E est symétrique, c’est-a-dire que si (u,v) € F
alors (v,u) € E, on dit que G est non dirigé. Dans ce cas, on identifie les arétes (u,v) et
(v,u) comme une seule aréte {u,v}. Sinon, on nomme souvent les arétes comme des arcs, et
souvent la relation est notée A. Si E est non réflexive, c’est-a-dire que si pour tout u € V
on a (u,u) € E et que G est non dirigé, on dit que G est simple. Il existe d’autres types de
graphes, comme les multigraphes, ou plusieurs instances d’'une méme aréte sont permises,
ou les graphes pondérés, ou chaque aréte est associée a un poids, mais on se concentrera sur
les graphes simples. Si V' est fini, on note n = |V, et on peut représenter G par une matrice
A € {0,1}"*" qu’on appelle une matrice d’adjacence, ou A;; = 1si {é,j} € E et 0 sinon. Des
exemples de graphes sont représentés dans la Figure 0.1. Généralement, un graphe est une
structure mathématique qui permet d’encoder des relations. Elle est composée de sommets
qui peuvent représenter des objets quelconques ainsi que d’arétes qui relient des paires de
sommets entre eux. On peut penser a des échanges économiques entre des pays, ou encore a
des contacts entre des personnes.

Les modeles de graphes aléatoires de la famille exponentielle, Ezponential Random Graph
Models, (ERGM) sont grandement utilisés en sociologie [34, 39, 21|, en science politique
[13, 54] et en économie [22, 26, 37], mais d’autres disciples commencent aussi a les utiliser,
comme la biologie [55] et la médecine [68]. Dans 'unique but de simplifier la démarche,
plusieurs résultats qui seront rencontrés dans le document tiendront pour acquis que le
graphe est simple, mais ils peuvent aisément étre généralisés a des graphes orientés, ou

méme avec des statistiques associées aux sommets et aux arétes.



(a) Un graphe simple (b) Un graphe orienté

(¢) Un multigraphe

Figure 0.1 — Exemples de graphes

Définitions

Soit n € Z, un nombre de sommets. On définit ), 'ensemble de tous les graphes simples
a n sommets. On note l’ensemble des sommets V,, = {1,...,n} et la fonction E,, : J,, — (‘g"),
qui prend un graphe et retourne I'ensemble de ses arétes. On définit I'espace paramétrique
comme un sous-ensemble d'un espace euclidien I' C R?. Dans le but de simplifier I’écriture,
on a défini les sommets comme les nombres naturels 1,...,n, mais ils peuvent étre des
représentants d’objets plus complexes. On remarque aussi que les graphes de ), partagent le
méme ensemble de sommets, mais ont des ensembles d’arétes différents. Méme si la théorie
peut étre généralisée a plusieurs graphes, on supposera qu'une seule réalisation est observée.
On définit la fonction s : ), — R? qui pour tout graphe simple retourne un vecteur de
statistiques exhaustives, et on pose I'’ensemble de toutes les statistiques exhaustives S =
{s(y) : y € Yu}. Soit Y une variable aléatoire qui prend ses réalisations dans })),,. On définit

la fonction de masse de Y, la fonction de vraisemblance, par

exp(s(y)"0)
> yey, exp(s(y)"0)

po(y) = pour tout y € V,,,0 € . (0.0.1)



On écrira la constante de normalisation, ou la fonction de partition, par
2(0) = ) exp(s(y)"0). (0.0.2)
On observe en réécrivant ainsi

po(y) = exp (s(y)"0 —log z(0)) ,

que cette loi fait partie de la famille exponentielle, d’ou le nom. Tout au long du présent
document, on supposera que n est bien défini, et de méme pour la fonction des statistiques
exhaustives s. Il faut cependant garder en téte que la fonction s est définie par I'utilisateur
et qu’aucune contrainte n’est posée sur cette derniere. On observe que 1’'étude asymptotique
des ERGM peut étre faite de deux manieres : soit en faisant tendre n, le nombre de sommets,
vers 'infini, ou soit en faisant tendre le nombre de graphes observés vers 'infini. Lors de ces

études, le cadre sera bien spécifié.

Littérature

Ces premiers modeles ont vu le jour en 1959 dans les travaux d’Erdés et Rényi [14]
(republié en 2022). Chaque aréte était alors indépendante les unes des autres, et le modele
pouvait s’exprimer comme une variable de loi binomiale en ne considérant que le nombre
d’arétes. Ces modeles se sont complexifiés depuis en ajoutant de la dépendance entre les
arétes, et les statistiques exhaustives se sont diversifiées [15, 56, 51, 43, 28, 65]. Des
exemples de statistiques intéressantes sur les graphes sont représentés dans la Figure 0.2. Une
étude du commerce mondial du blé a été faite a 'aide de ces modeles [22]. Une statistique
alors intéressante pour cet exemple était le nombre de pays qui avaient un certain nombre de
partenaires d’exportation. D’autres variantes de ces modeles se sont ajoutées : en différenciant
les sommets entre eux [62, 66, 9, 10], en considérant une collection structurée ou non de
graphes [49, 64]. Pour ces différents modeles, plusieurs techniques de choix de modeéles ont
été adaptées a ceux-ci [29, 7, 6]. Dl a 'incapacité de calculer explicitement la fonction
de vraisemblance pour des graphes de tailles moyennes et plus, beaucoup de chercheurs se
sont concentrés sur des méthodes d’approximation du MLE, ou encore simplement sur des
méthodes d’estimation de la fonction de vraisemblance [59, 19, 30, 8, 27, 31, 25, 6,
41, 53]. Si cette fonction est difficile a calculer, la loi & postériori l'est tout autant. Méme
des techniques modernes telles que l'inférence variationnelle ménent a des approximations
acceptables [61, 70], mais sans justifications. Par ailleurs, toutes ces méthodes demandent
d’échantillonner selon la fonction de vraisemblance. La méthode par défaut utilise Metropolis
[57] méme si le temps de convergence peut étre exponentiel selon le nombre de sommets [4].

Des exemples de réalisations de graphes aléatoires peuvent étre observés dans la Figure



V A

(a) Le nombre de deux- (b) Le nombre de tri-

étoiles (two-stars) angle
(c) Le degré du poids géométrique (geometri- (d) Le degré du poids géométrique
cally weighted degree) de partenaires communs (geometri-

cally weighted edgewise shared part-

ner)

Figure 0.2 — Exemples de statistiques exhaustives

0.3. Malgré des améliorations apportées a la technique [58], une grande partie de 1'espace
paramétrique concentre presque toute la probabilité sur quelques graphes de 1'espace : soit
des graphes presque complets, soit des graphes presque vides [23, 11, 12]. Di a leur grande
expressivité, et a 'aisance de leur interprétation, les ERGM sont tres utiles en pratiques,
méme s’ils sont tres instables : une petite variation du parametre entraine une dégénérescence
de la loi, un phénomene connu en physique statistique sous le nom de régime a changement
de phases. Certains ont essayé de créer des modeles restreints pour éviter de tomber sur des

lois dégénérées [33].

Organisation et contributions

Une méthode pour simuler des graphes aléatoires provenant d’'un ERGM est présentée
au Chapitre 1. On y voit non seulement une méthode pour construire une chaine de Markov
uniformément ergodique dans la Section 1.1, mais aussi quelques propriétés de convergence

de cette chaine dans la Section 1.2. Une grande partie des efforts ont été accordés a 1'étude



L L

(a) Graphes simulés selon le paramétre § = (0.5, —1)

vl

(b) Graphes simulés selon le parameétre 6 = (0.5,0.5)

Figure 0.3 — Graphes simulés avec deux statistiques exhaustives : le nombre d’arétes et le

nombre de 2-étoiles (chemin de longueur 2)

de l'estimateur de vraisemblance maximale. Une méthode pour approcher cet estimateur
est décrite, et une analyse de celui-ci est faite au Chapitre 2. Plus précisément, on pose les
conditions nécessaires et suffisantes a l’existence et a 'unicité de 'estimateur dans la Section
2.1. On propose ensuite deux approximations de cet estimateur dans les Sections 2.2 et 2.3,
I'estimateur de pseudo-vraisemblance maximale et ’estimateur de vraisemblance maximale
par Monte Carlo par chaines de Markov. L’accent est plutét porté sur ce dernier. On y voit
la méthode générale, puis dans la Section 2.3.1, comment I'adapter au ERGM. Sous certaines
hypotheses, on montre que cet estimateur converge vers ’estimateur de vraisemblance maxi-
male dans la Section 2.3.2; on identifie sa loi asymptotique dans la Section 2.3.3. On présente
I’algorithme communément utilisé pour trouver cet estimateur dans la Section 2.3.4, et les
modifications a apporter pour prendre en compte toutes les particularités des ERGM dans
les Sections 2.3.4.1, 2.3.4.2 et 2.3.4.3. On termine ce chapitre en proposant des pistes pour
de futurs travaux sur cet estimateur dans la Section 2.3.5. Finalement, I'inférence de la loi
a postériori dans le cadre bayésien est abordée au Chapitre 3. On y présente la méthode
d’inférence variationnelle et comment 'appliquer au ERGM dans les Sections 3.1 et 3.1.1.
Dans la plupart des précédents travaux, on caractérisait mal I’existence de I’estimateur de
vraisemblance maximale, et lorsqu’il existait on supposait qu’il était toujours unique. Or, ce
n’est pas le cas, et on caractérise son existence et son unicité. En supposant son existence, il
se peut que I'estimateur de vraisemblance maximale par Monte Carlo par chaines de Markov

n’existe pas toujours, et lorsqu’il existe, n’est pas toujours unique. Les conditions d’existence



et d’unicité de cette approximation ont trop longtemps été glissées sous le tapis, et ce pour-
tant méme si 'unicité est une condition a la convergence de cet estimateur. On redéfinit cet
estimateur afin de s’assurer de son existence et de son unicité. Etant donné Pignorance de ces
conditions, I'algorithme fréquemment utilisé pouvait échouer ou méme encore mener a diffé-
rentes estimations pour différentes exécutions. En apportant des modifications, on renforce

leur robustesse, ce qui est aussi appuyé empiriquement.



Chapitre 1

Echantillonnage

Simuler une variable aléatoire provenant d’un ERGM est une tache courante qui apparait
dans presque toutes les méthodes qui impliquent de tels modeéles. Dans des cas particuliers,
il est possible d’échantillonner parfaitement des graphes, comme pour le modele Erdos-Rényi
[14], le modele ou toutes les arétes sont indépendantes les unes des autres. Dans le cas ou le
nombre de sommets est petit, la méthode de coupling from the past [48] peut étre utilisée.
Cependant, pour la plupart des ERGM, la méthode par défaut nécessite d’échantillonner
sur une chaine de Markov ergodique avec une certaine loi stationnaire. L’algorithme de
Metropolis-Hastings [24] a été adapté par Snijders [57] pour construire une chaine de Markov
sur laquelle on se permet d’échantillonner des graphes. Cet algorithme est nommé tie-no-tie

di & la méthode de changement d’état.

1.1. T7e-no-tie

On rappelle d’abord la méthode de Hastings, qui étend la méthode de Metropolis [42]. Elle
permet de créer une chaine de Markov avec une distribution stationnaire choisie a 1’avance,
disons 7. Puisqu’elle n’impose pas de loi de transition, I'utilisateur doit toujours vérifier que
la chaine résultante est irréductible. Pour la suite, 'espace d’état sera supposé fini, comme
ce sera le cas avec les ERGM. Les états seront identifiés par 1,..., N, et on notera X(t)
I’état qu’occupe notre variable aléatoire au temps ¢t € Z, . Dans le cas des ERGM, la chaine
en est une de graphes. Soit () une matrice des transitions quelconque sur le méme espace

d’état. Pour toute paire d’états i, j, on pose

_ Sig
Qjj = | mQy (1.1.1)

75 Qji



ou m; est la probabilité d’étre a I'état ¢ sous la distribution stationnaire souhaitée et ou s;;

est une fonction symétrique, comme par exemple

Q4 i > 1-

_ { 1+ Tl'jgji 51 Qi — 1’ (1_1.2)
&g 3

1+ w0, Sinomn.

Sij =
Si X(t) = i et que I'état proposé au temps t + 1 est j, alors X(t + 1) = j avec probabilité
a;j et X (t+ 1) = i avec probabilité 1 — «;;. L’état initial peut étre choisi au hasard ou non,
car cela n'influence pas la distribution stationnaire. En substituant I'Equation 1.1.2 dans
'Equation 1.1.1 et en posant Qi; = @i, on obtient la probabilité d’acceptation obtenue par

la méthode de Metropolis, soit

Uy

a%:mm{l,ﬁ}. (1.1.3)
Pour le cas d'un ERGM, on pose certaines notations. Pour une variable aléatoire Y et pour
une paire de sommets {u, v}, on note Y, = (V,,, E(Y)U{{w,v}}), Y., = Vo, E(Y)\{{u,v}}),
et
vz _ { Y% i {u,v} & E(Y);
Y, si{u,v} e EY);
qui est simplement le graphe Y, mais en ayant modifié 1'état de l'aréte {u,v}. Soit Y (¢) le
graphe au temps ¢ € N. La fonction de transition « choisit » en fait une paire de sommets,
disons {u,v} et Y ()¢, est le prochain état proposé. Le choix de la paire de sommets peut
étre fait aléatoirement ou méme simplement en passant a travers chaque paire un a un
comme ’échantillonneur de Gibbs. On peut retrouver ce résultat en partant de la méthode
de Hastings. Si on pose @;; comme n(n —1)/2 si les graphes des états i et j partagent toutes

sauf une aréte, et 0 sinon, alors la probabilité par la méthode de Metropolis est

oy =min {1,exp (07 (s(Y'(£)5,) — (Y (t)w))) }

ou {u,v} est I'aréte que ne partagent pas les graphes des états i et j.

La Figure 1.1 montre le résultat de 15 itérations de ’algorithme de Métropolis-Hastings
(Métropolis « classique ») pour des graphes de quatre sommets utilisant le modele composé
du nombre d’arétes et du degré du poids géométrique comme statistiques exhaustives. Les
états sont tous les graphes possibles et sont disposés horizontalement selon 1'ordre partiel
du nombre d’arétes. On remarque que le graphe vide est ’état initial et on observe les pas
effectués par la chaine de Markov.

Plusieurs améliorations peuvent étre apportées aux techniques d’échantillonnage des
ERGM. Dans un premier temps, l'algorithme de Métropolis-Hastings nécessite réguliere-
ment de calculer des statistiques exhaustives de graphes, et plusieurs de ces graphes sont
isomorphes. L’utilisation d’une fonction de hachage qui est invariante a des isomorphes per-

mettrait d’accélérer I'exécution en enregistrant dans une table de hachage les statistiques



Parcours dans |'espace des états

Evolution des statistiques exhaustives (Un point (graphe) par état)
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Figure 1.1 — Simulation de I'algorithme de Métropolis pour le modele avec deux statistiques
exhaustives, le nombre d’arétes et le degré du poids géométrique, pour des graphes a 4

sommets et selon le parametre 6 = (0.5, —0.2)

exhaustives déja calculées. Sous une autre optique, aucune borne dépendant du nombre de
sommets sur le temps de mélange n’a été trouvée. Une tentative a été faite dans ce sens [4],

mais le cas général reste encore ouvert.



1.2. Borne de convergence

Malgré qu'une borne selon le nombre de sommets n’est pas encore trouvée, pour un
choix de statistiques exhaustives et un nombre de sommets fixes, le temps de mélange est
acceptable. Pour simplifier 1’écriture, on pose le noyau de transition en k € Z, transitions
pour une certaine chaine de Markov { X, },ez, sur un espace d’état S avec x € S comme état
initial,

P*(A|x) = P(X}, € A|X, = x) pour tout ensemble mesurable A C S.

Définition 1.2.1. Soit {X;},cz, une chaine de Markov sur I'espace d’états S. La chaine
satisfait la condition de minorité, minorization condition, sur un ensemble C' C S s’il
existe une mesure de probabilité p sur S, un nombre entier positif ¢y € Z,, et un nombre

réel € > 0 tels que pour tout état € C' et pour tout ensemble mesurable A C S
P (Alz) > ep(A).

On dit que I'ensemble C est petit. Si tout I'espace d’état S est petit, alors la chaine est

uniformément ergodique.

Pour résumé en d’autres mots, un ensemble d’états C' est petit, si a partir de n’importe
quel état de cet ensemble, on peut se rendre vers n’importe quel ensemble d’états avec une

probabilité bornée inférieurement qui ne dépend pas de cet état.

Remarque 1.2.2. Il est aisé de voir qu'une chaine de Markov irréductible sur un espace
d’état fini est uniformément ergodique. Ainsi, lorsqu’on échantillonne des graphes aléatoires
provenant d'un ERGM par une chaine de Markov en utilisant 1’algorithme tie-no-tie, on

obtient une chaine qui est uniformément ergodique.

Proposition 1.2.3. Soit {X;}icz, une chaine de Markov sur 'espace d’état S qui admet
une lot stationnaire m. Si la chaine est uniformément ergodique, c’est-a-dire qu’il existe une
mesure de probabilité p sur S, un nombre entier positif ty € Z., et un nombre réel € > 0 tels

que pour tout état initial x € S et pour tout ensemble mesurable A C S
P(Alx) > ep(A),
alors, pour tout état x € S
[PEC- o) = ()| < (1= )ttt (1.2.1)
(Théoréme 6.15 de [47])

Une premiere observation provenant de la Proposition 1.2.3 est que conditionnellement

a un certain ERGM, le temps de mélange se produit exponentiellement vite. Comme pour

10



le fléau de la dimensionnalité en régression, la constante € dépend souvent du nombre de
sommets, mais di a la grande flexibilité des ERGM, la dépendance de ¢ en ce parametre

n’est pas connue dans le cas général.
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Chapitre 2

Estimateur de vraisemblance maximale

Lors de I'étude de I'estimateur de vraisemblance maximale, Mazximum likelihood estima-
tor, (MLE) du modeéle ERGM, on supposera que I'espace paramétrique est I' = R¢, ce qui
amene son lot de difficultés qui seront a discuter au cours du présent chapitre. Dans le cas ou
I’espace paramétrique I' est compact, alors une grande partie des difficultés disparaissent, car
dans ce cas, le MLE existe toujours et les criteres nécessaires pour approximer 1’estimateur
sont satisfaits. On rappelle aussi que S = {s(y) : y € V,} est 'ensemble des statistiques
exhaustives.

On commence le chapitre en définissant le MLE et sous quelles conditions il existe et est
unique. L’estimateur de pseudo-vraisemblance maximale (MPLE), qui souhaite se substituer
au MLE, est présenté a la Section 2.2 puisqu’il peut étre utile dans certains contextes.
L’estimateur de vraisemblance maximale par Monte Carlo par chaines de Markov, Markov
chains Monte Carlo mazimum likelihood estimator, (MCMCMLE) est présenté a la Section
2.3.

2.1. Existence et unicité de ’estimateur
On définit 'estimateur de vraisemblance maximale, qu’on notera éML comme
b, € argrgea#pg(Y). (2.1.1)

Cet estimateur n’est pas bien défini pour toute réalisation de Y, et lorsqu’il existe, il peut
ne pas étre unique. En effet, en se basant sur la théorie de Barndorff-Nielsen [2] (réimprimé
en 2014), Handcock [23] pose des conditions nécessaires et suffisantes a son existence. Pour
ce faire, on doit définir ’enveloppe affine, I'enveloppe convexe et I'intérieur convexe relatif

d’un ensemble.

Définition 2.1.1. Soit C'= {cy,...,c,} un ensemble de n points d’un espace euclidien R?.

On définit 'enveloppe affine (affine hull) ensemble des points x € R? tel qu'’il existe des



nombres réels Aj,..., A\, € Ravec >" A\ =1 ol

n
i=1

On note ’ensemble de ces points aff(C').
On notera Vi 'espace vectoriel induit par I'enveloppe affine de C, ¢’est-a-dire pour u €

aff(C'), un élément pivot, on définit cet espace comme
Vo ={v—u:veaff(C)}.

Par extension, on pose que la dimension de ’enveloppe affine est la dimension de 'espace

vectoriel induit,

dim aff (C) := dim V¢.

Remarque 2.1.2. En effet, Vo C R? est un sous-espace vectoriel. Pour deux vecteurs vy, vy €
Ve, il existe des nombres réels AV, AP AP AP AW AW avee S )\51) =
D it )‘52) = e )‘z(u) = 1, tels que v; = 371, Az(l)ci - i )‘EU)Ci et vy = 30, )‘1(2)01' -
Yoy )\Eu)ci, et alors pour des nombres réels a;,as € R, on trouve que a1v; + agvy € Vi,
puisque

n n

101 + agvy = aq Z ()\Z(-l) — /\Z(u)> ¢ + as Z ()\52) — )\Eu)> Ci

=1 i=1

= Z <CL1>\§1) + ag)\gz) - ((1,1 + ag))\gu)> C;
i=1

n

= Z <a1)\§1) + CLQ)\Z@) — (a1 +as — 1))\2(@)) ci — Z )\Su)ci,
i=1

=1

et en remarquant que,

Z <a1)\§1) + ag)\Z@) — (a1 + ag — 1))\gu)> =a1+ay— (a1 +ay—1)=1.

i=1

Définition 2.1.3. Soit C' = {c;,...,c,} un ensemble de n points d'un espace euclidien R?.
On définit 'enveloppe convexe (conver hull) ensemble des points z € R tel qu'il existe

des nombres réels A\1,...,\, > 0 avec Z?:l A =1ou

n
i=1

On note l'enveloppe convexe conv(C'). On remarque que

conv(C) C aff(C).
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Définition 2.1.4. Soit C' = {cy,...,c,} un ensemble de n points d'un espace euclidien R?.
On définit 'intérieur convexe relatif ’ensemble des points = € aff(C) tel qu’il existe un

nombre réel § > 0
B(z,0) naff(C) C conv(C),

ott B(x,8) ={y € R?: ||z —y|| < 6} est la boule ouverte de centre x et de rayon J . On note
I'ensemble de ces points rcint(C).

On appelle la frontiére convexe relative ’ensemble des points = € aff (C') qui sont dans
I’enveloppe convexe de C', mais pas dans son intérieur convexe relatif. On note I’ensemble de
ces points rcbd(C).

On remarque que l'intérieur convexe relatif est I'intérieur de l’enveloppe convexe re-
lativement a la dimension de cette enveloppe convexe, mais ce n’est pas l'intérieur de
I’enveloppe convexe ni l'intérieur relatif de C. Pour démontrer cette différence, prenons
C ={(-1,1,0),(0,0,0),(1,1,0)}. Dans ce cas-ci, I'intérieur de ’enveloppe convexe est vide,
car pour tout nombre réel § > 0, et pour tout point x € conv(C), = + (0,0,d) & conv(C).
L’intérieur relatif quant a lui est aussi vide, car pour tout point z € C, et pour tout nombre
réel 6 > 0, il existe toujours un vecteur § € Vg, ||0]| = 6, tel que z + 6 ¢ C. La définition
de l'intérieur convexe relatif est comme une combinaison de ces deux définitions. Pour cet

ensemble en particulier I'intérieur convexe relatif est tous les points (z,v,2) € R? tels que
y > |zl;
y <1, et;
z=0.
Proposition 2.1.5. Soit C = {ci, ..., c,} un ensemble de n points d’un espace euclidien RY.
Si le point x € R est dans l'intérieur conveze relatif de C, alors pour tout vecteur v # 04 de

Ve, Uespace vectoriel induit par l'enveloppe affine de C' (Remarque 2.1.2), il eziste un point
¢, € C tel que

(cy — x)Tv > 0.

Démonstration. Si C' est un singleton, alors la proposition est vraie par vacuité, car Vo = {0}.
On assume a partir de maintenant que |C| > 2. On montre par contradiction I'implication.

On suppose alors qu’il existe un vecteur v # 04 de V- tel que pour tout point ¢ € C,
(c—2)'v <0.
Puisque = € rcint(C'), il existe un nombre réel § > 0 tel que

B(z,0) Naff(C) C conv(C).
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En posant

)
r=—u,
o]
on a que x+7r € conv(C'), et donc il existe une combinaison convexe Ay, ..., A, > 0 telle que

T+r= i )\ici
i=1

= r= i Aile
i=1

Mais alors
ru= Z Ai(
d i <0,
= S
= <0
implique que v = 04, ce qui contredit notre hypothese. O
Proposition 2.1.6. Soit C' = {c1,...,¢,} un ensemble de n points d’un espace euclidien

R2. Si le point x € aff(C) s’exprime par une combinaison convexe strictement positive des

éléments de C, alors le point x est un élément de l’intérieur convexe relatif de C.

Démonstration. On montre I'implication par contradiction. On suppose alors qu’il existe des

nombres réels i, ..., A\, >0, avec Y . | \; = 1, tel que

n
T = g AiCi,
i=1

mais que = ¢ rcint(C'). Il doit cependant se trouver sur la frontiere convexe relative de C,
car il respecte la Définition 2.1.3. Il existe donc un point y € aff(C), y # =, tel que pour
tout 0 € (0,1), dx + (1 — &)y & conv(C), sinon = € rcint(C). Puisque y € aff(C), il existe

des nombres réels i, ..., y,, avec Y ., v = 1, tels que y = > | v;¢;. On note alors

2(6) =0z + (1 —0)y
=1 =1

= Z [0A; + (1 = 0)vi] ci.
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Pour tout ¢ € {1,...,n}, on rappelle que \; > 0, mais que 7; prend une valeur réelle

quelconque. On remarque aussi qu’il existe toujours un 6 € (0,1) tel quel

— Ai > —%,

)
=y
puisque la fonction § — 0/(1 — ) projette sur tout R, . Prenons un certain 6* € (0,1) tel
que pour tout ¢ € {1,...,n}, *A\; + (1 — §*)y; > 0. De plus, on a

5*2Ai+(1—5*)2%:5*+1—5*: 1.
i=1 i=1
En posant 6; = 6*\; + (1 — 6*);, on trouve que z(6*) = >, 6;¢; s'exprime comme une
combinaison convexe des éléments de C', ce qui contredit notre hypothése que pour tout
d €(0,1), 2(0) & conv(C). Ainsi, nécessairement z € rcint(C). O

Proposition 2.1.7. La fonction log-vraisemblance,
0(0) =logpe(Y) = s(Y)'0 —log2(0), HecTl

est
(1) concave sur son domaine, et;

(2) strictement concave sur son domaine si, et seulement si, dimaff(S) = d.

Si on a dimaff(S) < d, alors il y a une « surparamétrisation » du modele. On com-
prend que l'information d’au moins une statistique exhaustive est comprise par les autres
statistiques. Ce probleme de multicolinéarité des statistiques exhaustives se retrouve aussi en
régression linéaire ou 'estimateur des moindres carrées n’est plus unique lorsque les variables

explicatives souffrent de multicolinéaritées.

Démonstration. On s’inspire de la preuve de Bayly et coll. [3] qui est simple et claire. Par la
forme de la log-vraisemblance, si on montre que log z() est convexe, alors on aura montré
que la fonction () est concave et strictement concave si log z(6) est strictement convexe.
On commence par montrer le premier point, c’est-a-dire que la log-vraisemblance ¢(0) est
concave pour tout 6 € I'. Avant de continuer, on rappelle I'inégalité de Holder pour le cas

discret. Pour une paire de nombres p, ¢ € [1, 00| tels que %4—% = 1, alors pour tout z,y € R%,

d d Ur s q 1/q
Z |ziys| < (Z |37z‘|p> (Z |yi|q> ;
i=1 i=1 i=1
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avec égalité si et seulement s’il existe un nombre réel ¢ tel que |x;|P = c|y;|? pour tout

i=1,...,d. Pour toute paire 0,6, € I' et pour tout A € [0, 1], on pose les fonctions
foVn =Ry sy exp(s(y) 010),

et
9: V0 = Ry iy exp(s(y) ba(1 — ).

En utilisant I'inégalité de Holder avec p = % et ¢ = ﬁ, on obtient
1/p 1/q
> Fwgly) < (Z f(y)p> (Z g(y)q>
YyEVn YEVn YEYVn
= > exp(s(y) hA+ s(y) bx(1 - N))

YEVn

(1-3)
(Z exp(s(y) 011/ N) ) (Z exp(s(y)"01(1 — A)/(1 — A)))

YyEVn YEVn
S 2(91)\ + 02 1-— < )Ui)\)

> log(z(6hA +62(1 — /\))) < MOg(z(Hl)) + (1= A)log(2(62)).

On a donc montré que log z() est convexe, et donc que £() est concave.

On continue en montrant le deuxiéme point, c’est-a-dire que la log-vraisemblance est
strictement concave si, et seulement si, dim aff(S) = d. Pour établir ce résultat, on va plutot
montrer qu'il existe un nombre réel ¢ tel que pour tout graphe y € Y, f(y)? = cg(y)? si, et
seulement si, dim aff(S) = d. On a qu’un tel nombre réel ¢ existe si, et seulement si, pour

toute paire de graphes y;,ys € Y,

PO (s VT (0 — 0)) = exco(s(u)T (60 — 02)) —
)T P(s(y1)” (61 — 02)) = exp(s(y2) " (61 — b2)) 2)

On sait que s(y1)—s(y2) = s(y1) —u—s(y2)+u € Vs pour un certain élément pivot u € aff(S).
Si dim Vs = dim aff(S) < d, il existe alors une paire de points distincts 61,6, € T' qui sont
telle que 0; — 0, € V5. Pour cette paire de points, on obtient (s(y;) — s(y2))* (61 — 62) = 0,
ce qui montre que sous cette condition, la log-vraisemblance n’est pas strictement concave.
Maintenant si dim Vs = dim aff(S) = d, alors pour toute paire de points distincts 6;,60, € ',
par construction de l'espace Vg, il existe toujours une paire de graphes y;,ys € Y telle que
|(s(y1) —s(y2)) T (01 —62)| > 0, ce qui montre que dans ce cas, la fonction de log-vraisemblance

est strictement concave. [l

Remarque 2.1.8. On se place dans le cas ou s(Y) € rcint(S). Si dimaff(S) < d, alors il

peut exister une infinité de § € T" qui maximise la vraisemblance. On peut déduire par la
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Proposition 2.1.7 quelles sont ces autres solutions. Soit un point § € RY, et soit v € Vi et

u € aff(S). Puisque pour tout graphe y € V,, s(y) — u se trouve dans Vs, on a

00 +v) =s(Y) 0+ v) —log 2(0 + v)

= (s(Y) —u)T(0 +v) +u" (0 +v) 1og§exp T +v))

= (s(Y) —u)T(0 + v) + log exp(u” e+j n —log ; exp(s(y) T (0 +v))
= (s(Y) —u)T(8 +v) — log ; exp(( u)T(Z +nv))

= (s(Y) — )"0 —log ; eip&s(w —u)"0)

= (s(Y) — )"0 —log yZn exp(s(y)"0) +u'0

— ((6). o

Proposition 2.1.9. L’estimateur de vraisemblance mazimale eziste si et seulement si s(Y),
le vecteur de statistiques exhaustives de Y, est dans l’intérieur conveze relatif de S, c’est-a-

dire si, et seulement si,

s(Y) € rcint(S).

Démonstration. On s’inspire de la preuve de Bayly et coll. [3]. Si |S| = 1, alors nécessairement
s(Y') € rcint(S) et tous les points de I' est un MLE par la Proposition 2.1.7. On assume a
partir de maintenant que |S| > 1. On en profite pour rappeler qu’on suppose ici que 'espace
paramétrique I' est tout I'espace R?.

On remarque que la fonction de log-vraisemblance ¢ est dérivable pour tout point 6 € R¢.
On suppose qu’il existe un 6* € T" tel que [V¢](6*) = 0. Par la Proposition 2.1.7, on sait que
0(6%) = supger €(6). Le gradient de la log-vraisemblance est

1

Vi) = s(Y) — @ > s(y) exp(s(y)"0)
YEYn
=5(Y) = > s(w)pe(y)-
YEYn

et lorsque 6 = #*, on trouve

0=s(Y)= > s(y)pe(v)

YEVn

= s(Y) = s(y)pe(y).

YEYVn
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Puisque pour tout y € V,, pg«(y) > 0, on a que s(Y) est dans U'intérieur convexe relatif de
S par la Proposition 2.1.6.

En supposant que s(Y') est dans 'intérieur convexe relatif de S, on montre maintenant
par contradiction qu’il existe un 6* tel que le supremum de la log-vraisemblance est atteint.
Donc, on suppose que la vraisemblance n’est pas bornée, ainsi pour tout K € R, il existe un
0 €T tel que

K < ((0). (2.1.2)

En particulier, il existe un point 6 respectant 'Equation 2.1.2 et qui se trouve seulement
dans Vs par la Remarque 2.1.8. I existe donc une suite (6,,)nen dans Vs telle que [|0,,| — oo
et £(6,) — oo en rappelant que ¢ est continue. On pose la suite des termes normalisés ainsi
0, = HZ_:H’ et on remarque que la suite (6,,), oy est contenue dans I'hypersphere de rayon 1,
qui est compacte. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (an)keN
qui converge dans I’hypersphere, et notons 8 cette limite. Nécessairement, cette limite se
trouve aussi dans Vs. Pour cette limite, il existe nécessairement un graphe § € ), et un
nombre réel § > 0, et en particulier un inférieur a 1, tel que (s(7) — s(Y))T8 > §, sinon s(Y)
ne serait pas dans l'intérieur convexe relatif de S par la Proposition 2.1.5. Puisqu’il existe

un tel graphe ¢ et un tel nombre réel 9, ’ensemble ouvert
O={ueR’: |u|=1,0"u>d/2}

sur I'hypersphére qui contient @ est tel que pour tout vecteur v € O, on a que (s(g) —
s(Y))Tv > 6/2 > 0. Puisque (6, ),

il existe un nombre naturel M € N, tel que pour tout k¥ > M, on a que ¢,, € O. Pour un tel

converge vers , qui est compris dans 'ouvert O, alors

nombre k£ > M, on a

g(gnk) = S(Y)Tenk - log Z eXp(S(g/)T@nk) < S(Y)Tenk - log eXp(S(g)Tenk)

YEVn

- S<Y)T0’nk - s(gj)Tan
= (s(Y) = 5(7))" O,
= 0n, I(s(Y) = 5(5))" 0,

o
16015,

IA

mais [|0,, | — oo, ce qui contredit que ¢(f,) — oo. On a montré que si s(Y) est dans

I'intérieur convexe relatif de S, et donc que le MLE existe. O

Un intérét pourrait étre porté afin de trouver une technique qui identifie si s(Y) est dans
I'intérieur convexe relatif de S, et aussi si dimaff(S) = d, et ce indépendamment du choix

de statistiques exhaustives.
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e n(n— . . )
La cardinalité de ), est de 27 2 1), ce qui ne permet pas de passer a travers I’ensemble

dés que n > 8, car le nombre de graphes augmente exponentiellement selon le nombre
de sommets. Donc, la constante de normalisation qui nécessite de sommer a travers tous
les graphes n’est pas calculable, et ainsi le MLE d’une maniere classique est impossible.
Plusieurs techniques sont utilisées pour surmonter ce probleme, mais aucune ne permet
d’obtenir I'estimateur exact. Une premiere technique est de supposer que chacune des paires
de sommets est indépendante étant données les autres paires. Cette technique est expliquée
dans la Section 2.2. Une autre technique est d’estimer la vraisemblance par Monte Carlo par
chaines de Markov, Markov Chain Monte Carlo, (MCMC), qui est expliquée dans la Section
2.3.

2.2. Pseudo-vraisemblance

Dans cette section, pour toute paire de nombres i,j € {1,...,n}, on note Y;; la variable
aléatoire qui prend ses valeurs dans {0, 1} et qui retourne 1 si Y contient l'aréte {7, j} et
0 sinon. On note aussi Y_;; la variable aléatoire qui prend ces valeurs dans {0, 1}n(n o
et qui représente toutes les paires du graphe sauf la paire {i,j}. Finalement, on définit les
variables aléatoires Y, = (V,,, E(Y) U {i,7}), Y;; = (Va, E(Y)\{i,j}), et on pose Aj(Y) =

s(Y;)) — s(Y;;), le vecteur de changement de statistiques exhaustives lorsqu’on change le

statut de l'aréte {1, j}.

Définition 2.2.1. On définit la pseudo-vraisemblance, comme la fonction de vraisem-
blance conditionnelle de Y;; selon toutes les autres arétes, Y_;;, c’est-a-dire pour tout ¢ € I',
[T povislyy),
1<i<j<n
avec

PQ(YMY—U) Pe( —1|ng) Pe( —O|Y_”)

On pose alors 'estimateur de pseudo-vraisemblance maximale, Mazimum PseudoLikeli-
hood Estimator, (MPLE) comme

O € arg Iglg-?i Ly(9)

L’idée d’utiliser le MPLE comme substitut a 1'usuel MLE est proposée par Strauss et
Ikeda [59]. Contrairement, a la vraisemblance, la pseudo-vraisemblance est facilement cal-
culable. On a pour toute paire de sommets {i, j} et pour tout § € R<,

_l’_
Py(Y;})
Py(Y)) +Po(Y;)’

Py (Y = 1|Y_5) =
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et donc pour tout 6 € T,

Lu0) = ] Po(Yi = 1Y i) B(Yi; = 0[Yy5)' o

1<i<j<n
Yij _
H Py(Y;)) Py(Y;;)
i<i<j<n Po(Y;) PH(YJ) + Py(Y;;)

_ H exp(0Ts(Y))) E exp(0Ts(Y;}))
exp(0Ts(Y;;)) ) exp(0Ts(Yi]) + exp(07s(Y;)

oy e — s )
- AL S =g

1<i<j<n

Strauss et Ikeda ont montré que le MPLE est bien défini, et que trouver cet estimateur
revient a trouver le MLE d’un modele de régression logistique [59]. En effet, pour toute

paire de sommets {i,j} et pour tout # € I, on a

. Py(Yi; = 1|Y_y5)
logit(Py(Yi;; = 1|Y_4;)) =1 - -
ogit (P (Vi [Y-i;)) = log Py(Yi; = 0]Y_y;)

PO(YZ‘D
= log -

Py(Y;;)
=0TA;(Y)

Ainsi, on peut créer préalablement un jeu de données

{(Vig, Ay (V) = {i, g} € Vi2}
ou Y;; joue le réle de variable réponse et A;;(Y), le role de variable explicative, et on peut
utiliser une technique de régression logistique pour trouver le MPLE. Le modele de régression

logistique est bien connu. Albert et Anderson nomment une condition nécessaire et suffisante

a Pexistence du MLE pour ce type de modele [1].

Définition 2.2.2. Pour un échantillon de n points Xi,..., X, dans R? associés & deux
classes, disons {0, 1}, tel que pouri =1,...,n, Y; = 0si X; est associé a la classe 0 et Y; = 1
sinon. On dit que les données se chevauchent si pour tout vecteur u € R?, il existe un
ie{l,...,n} tel que

(2Y; — Du' X; < 0. (2.2.1)

A priori, il n’est pas aisé de voir ce que I’'Equation 2.2.1 signifie réellement. En d’autres
termes, on dit que les points d’'un jeu de données défini comme a la Définition 2.2.2 se
chevauchent s’il n’existe pas d’hyperplan qui sépare parfaitement les points selon leur classe
d’assignation. Dans le cas ou

(2Y; — Du' X; > 0,
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il existe un plan qui sépare parfaitement les points selon leur classe. On dit alors que les
points sont séparables. Il faut noter que les points peuvent aussi étre quasi-séparables dans
le cas ou des points de classes différentes se trouve exactement sur le plan qui les sépare.
Supposons qu’on a un jeu de données défini comme a la Définition 2.2.2, et supposons qu’il
existe un hyperplan H qui sépare parfaitement les points selon leur classe. Posons u un
vecteur normal & cet hyperplan H. Pour un certain point ¢ € {1,...,n} disons de classe 1

sans perdre de généralité, on a
2Y; — Du'X; = u' X,

Nécessairement, soit u*X; > 0, ou pour & = —u, qui est aussi un vecteur normal de I’hyper-
plan H, u* X; > 0.

Proposition 2.2.3. Pour des données (X1,Y1),...,(X,,Y,), ot pour tout i = 1,...,n,
X; € R etY; € {0,1}, le MLE pour un modéle de régression logistique existe si et seulement

si les données se chevauchent. (Théoréme 3 de [1])
De ce résultat, Handcock a pu noter le prochain corollaire [23].

Corollaire 2.2.4. Pour un ERGM, le MPLE existe si et seulement si pour tout u € RY, il

existe une paire de sommets (i,7) telle que

En utilisant la programmation linéaire, Albert et Anderson [1] et Santner et Duffy [52]
proposent une méthode simple afin de vérifier si les données se chevauchent.

Etant donné Pabsence de la fonction de partition, cet estimateur est rapide et facile a
trouver, mais il suppose I'indépendance conditionnelle des paires de sommets, connaissant le
reste du graphe. Cette condition est trop forte pour les situations ot le modele ERGM est

utilisé.

2.3. Maximum de vraisemblance par Monte Carlo par
chaines de Markov

On présente d’abord une méthode introduite par Geyer dans sa theése [17]| qui permet
d’approximer le MLE par des méthodes MCMC. Cette méthode donne suite & de nombreuses
publications [16, 19, 18, 60| qui détailleront la méthode dans différents cas. On va d’abord
décrire sa méthode de maniere générale avec les résultats importants [18], qu’on utilisera

ensuite pour approximer le MLE pour dans le cadre des ERGM.
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Définition 2.3.1. Pour un espace paramétrique €2, soit {h, : w € Q} une famille de fonctions
non négatives qui prennent place sur un espace mesurable et qui sont toutes intégrables et non

nulles presque partout sous une certaine mesure . En notant la fonction de normalisation
c(w) = /hw(x)du(x) € R™, pour tout w € 9,

on définit la famille des densités normalisées

bt = ey

Soit w* € (2 un certain parametre et soit X une variable aléatoire de loi f,«. On

cherche le MLE sous ce modele, c¢’est-a-dire qu’on cherche un @ € 2 qui permet d’atteindre
SUP,,cq fw(X). On suppose aussi que la fonction de normalisation soit difficilement évaluable.
Dans ce cas, trouver un tel estimateur devient difficile. Pour un certain parametre wy € €2

connu, on pose
Yy (W) = log f,(X) —log f,,(X), pour tout w € €, (2.3.1)

la différence de deux log-vraisemblances. On note que la seconde fonction ne dépend pas de
w. Ainsi, maximiser ¢, (w) est équivalent & maximiser f,(X) sous w. En observant que
c(w he(x
o) _ [ Rt
c(wo) c(wo)

oy ho(w) by ()

qui est une espérance prise sous f,,, on peut réécrire 1, ainsi

i) = log = 55— 1og £

he, (X) he, (I)
=By X)) log/ T ()

Soit Xy, Xo, ..., Xk K variables aléatoires de loi f,,, ou d'une chaine de Markov ergodique

Juo(€)dp().

avec f,, comme distribution stationnaire indépendante de la variable X. On pose ’approxi-

mation
ho(X) 1 &~ ho(Xe)

—log — Tk (2.3.2)
Py (X)) K ; By (X)

I (w) = log

et de celle-ci, on pose 'estimateur de vraisemblance maximale par Monte Carlo par chaines de
Markov, Markov chains Monte Carlo mazimum likelihood estimator, (MCMCMLE) comme

Wk € arg max P (w)  si un maximum existe. (2.3.3)
we
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Théoreme 2.3.2. Soit {X;}icz, une chaine de Markov ergodique sur l'espace d’état S

avec m comme loi stationnaire. Alors, pour toute fonction mesurable f : S — R telle que

S 1 (@)r(de) < oo,
1 & ps.
¥ 2500 25 [ fw(an).

=1

(Théoréme 3 de [63])

Remarque 2.3.3. On remarque assez facilement que le Théoreme 2.3.2 se généralise pour

les fonctions a valeurs dans R?.

Le Théoréeme 2.3.2 montre que @b&f) (w) converge presque slirement vers ¢, (w), et ce
pour tout w € Q et tout wy € . Avant de présenter le principal résultat de Geyer [18], on

doit présenter les trois définitions suivantes.

Définition 2.3.4. Soit une suite de fonctions (f,,)nen d'un ensemble quelconque X vers R.
On dit que la suite (x,),en est un g,-maximum pour (f,,)nen si pour tout n € N
fn(xn) Z sup fn(x) —&n
TeEX

pour une certaine suite positive (&, )en qui converge vers 0.

Définition 2.3.5. Soit une suite de fonctions (f,,)nen d'un ensemble quelconque X vers R.
On dit que (f,)nen hypoconverge vers une fonction f : X — R, noté f, LN f,si:
— pour tout z € X et pour toute suite (x,),eny de X qui converge vers x
neN

— pour tout x € X il existe une suite (x,),en qui converge vers x tel que
liminf f,(,) > f().
neN

Définition 2.3.6. Soit une fonction f : X — R. La fonction f est semi-continue infé-
rieurement (semi-continue supérieurement) en xy € X si pour tout nombre y € R tel
que y < f(zo) (f(zo) <y), il existe un voisinage U de z tel que pour tout = € U, y < f(x)
(f(z) <y).

Théoreme 2.3.7. Soit une famille de densités normalisées induite par la famille de fonc-
tion positive {h, : w € Q} posé a la Définition 2.3.1 ot Q est équipée d’une base, et soit
un parameéetre connu wy € . Pour X1, Xs,... une suite de variables aléatoires provenant
d’une chaine de Markov ergodique avec f,, comme distribution stationnaire et une variable
aléatoire observable X, on pose 1, la fonction définie comme a UEquation 2.3.1 ainsi que

son estimation par la moyenne @/JU(J{){) défini comme a I’Equation 2.3.2.
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Si

(1) pour tout z, la fonction w — hy,(x) est f,, presque sirement semi-continue inférieu-

rement, et;

(2) pour la variable observée X ,ps, la fonction w — hy,(Xops) est fu, presque strement

semi-continue supérieurement ;

alors la suite de fonction <w§f)> hypoconverge f,,, presque sirement vers 1, . (Théoréme
KeN
1 de [18])

A priori, le Théoréme 2.3.7 nous permet seulement de dire que sous certaines conditions,
une suite de fonctions va hypoconverger vers une certaine fonction, c’est-a-dire que pour
toute suite convergente, la convergence de cette suite appliquée a la suite de fonctions « se
maintient ». Or, une proposition du méme ouvrage permet d’entrevoir 1'utilité du précédent

théoreme.

Proposition 2.3.8. Soit une suite de fonction (f,)nen de X vers R qui hypoconverge vers
une fonction f : X — R et soit (x,)nen une suite e,-maximum pour la suite (fy)nen qui

converge vers une certaine valeur x € X. Alors,

T f, () = sup f(a') = f(z).

z'eX
(Proposition 1 de [18])
La Proposition 2.3.8 nous permet de dire que sous certaines conditions, si la suite des

. K .
gp-maximum de <w£,0 )> converge, alors elle converge vers le maximum de v,,,. Avant de
KeN

poser le prochain corollaire, qui complete le résultat, on pose un lemme.

Lemme 2.3.9. Soit une suite (x,)nen €t un point x tous deuz contenus dans un ensemble
compact X C RY tel que toute sous-suite convergente de la suite (x,)nen, converge vers le

point x. Alors, la suite (T,)nen converge vers le point x.

Démonstration. On montre la contraposée de l'implication. On suppose qu’il existe un
nombre réel € > 0, tel que pour tout nombre N € N, il existe un nombre naturel n > N tel

que
|zn — || > €.
A partir de ¢a, on construit une sous-suite (z,, )ken ainsi
ny = inf{n € N : ||z,, — x| > €}, et;

ne =inf{n € N:n > ny_1, |z, — 2| > €}, pour tout k > 2.
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Cette sous-suite est bien siir aussi contenue dans I’ensemble compact X, et par le théoreme
de Bolzano-Weierstrass, la sous-suite (x,, )keny contient une sous-suite (:vnk]_)jeN (une sous
sous-suite) qui converge. Par construction, elle ne peut pas converger vers le point z, et
puisqu’une sous sous-suite est aussi une sous-suite, alors il existe une sous-suite de (x,)nen

qui ne converge pas vers le point x. 0

Corollaire 2.3.10. Soit une famille de densités normalisées induite par la famille de fonc-
tions positives {h, : w € Q} posée d la Définition 2.3.1 ot ) est équipée d’une base dé-
nombrable (second-countable topological space), et soit un paramétre connu wy € Q. Pour
X1, Xo,... une suite de variables aléatoires provenant d’une chaine de Markov ergodique
avec f,,, comme distribution stationnaire et une variable aléatoire observable X, on pose 1),
la fonction définie comme & I’Equation 2.5.1 ainsi que son estimation par la moyenne wc(f)
définie comme & U'Equation 2.3.2. On assume que
— la fonction w +— hy(X) est semi-continue inférieurement, sauf sous un ensemble de
mesure nulle, et semi-continue supérieurement conditionnellement a la variable X ;
— la fonction 1, posséde un unique mazimum, et;
— il eziste une suite (wWg)ken dEx-mazimum pour la suite <¢£§))KEN qui est presque
surement compris dans un ensemble compact ;

alors la suite (wi)Kken converge presque sirement vers le mazimum de . (Corollaire 1 de

[18])

Malgré que la « preuve » est présente dans I’article, elle contient certaines zones d’ombre,

et donc on présente une preuve plus détaillée.

Démonstration. Soit (Q,F) I'espace mesurable induite par le probléme, et soit @y € F tel
que P(Qo) = 1, et tel que pour toute réalisation ¢ € o, sous cette réalisation, la suite
(Wi )Kken est comprise dans un ensemble compact C, C €. Le reste de la preuve est faite
sous une telle réalisation ¢ € Q.

Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, la suite (wg ) gen contient une sous-suite conver-
gente (ij )jen. Cette sous-suite est € K;~maximum pour la suite <w£€(j )> - qui hypoconverge
vers 1,,. Par la Proposition 2.3.8, la sous-suite (wg,);en converge Versjle’unique maximum @
de 1,,. Ainsi, puisque toute sous-suite convergente de (wk)gen converge vers le point @, par

le Lemme 2.3.9, la suite (wk)xen converge vers le point ©. O

27



2.3.1. Adaptation pour les modeles de graphes aléatoires de la fa-

mille exponentielle

Pour des ERGM, les résultats de Geyer ne peuvent pas simplement s’appliquer. On

remarque que
{exp(s(-)*0) : 0 € T}
forme une famille de fonctions non négatives et que la famille de fonctions de masse induite
{pe(-): 0 €T}

est continue selon #. Soit 6y € I', un vecteur connu quelconque de 'espace paramétrique. Le

probleme d’optimisation pour trouver le MLE est équivalent a

arg max ((0) = arg max {£(6) — £(0o) }

= arg max {s(Y)T(Q — ) — log z(0) }

" )
. eXp(5<y)T9)
= argmax {S(Y) (6 — o) —log y%;n W}

_argmax{( )T(0 — 65) logzexp TG — 60))exp(3(y)T€0)}

fer yeﬁ)}n (90)

= arg max { (V)T — 6y) — log Z exp(s(y) (0 — 0o))pe, (y)} :

oerl
YEVn

Donc, trouver le maximum de vraisemblance revient a trouver le maximum de

0,(0) = s(Y)T(0 — 0p) —log > exp(s(y)" (0 — 60))pg,(y) ~ pour tout 6 € . (2.3.4)

YEVn
Si on est capable de simuler des graphes provenant de la loi de fonction de masse py,, alors
on peut approximer la somme, qui est une espérance, par la moyenne. Pour un échantillon
de K graphes, Yi,..., Yk, provenant de cette loi, on peut approximer la fonction objective

par

o5 (0) = s(Y)"(0 — 6p) — log — Zexp T —6y)) pourtout # €.  (2.3.5)

Comme il est vu au Chapitre 1, les graphes aléatoires provenant de ERGM sont simulés par
chaine de Markov ergodique avec la loi stationnaire voulue. La Remarque 1.2.2 et le Théoreme
2.3.2 nous permet de conclure que la chaine de Markov issue de I'algorithme tie-no-tie admet
une loi des grands nombres pour toute fonction intégrable, ce qui implique que pour tout

0 € T et pour tout 6y € T, ¢£f§)(9) converge presque stirement vers ¢, (). On observe en
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fait que les fonctions des Equations 2.3.4 et 2.3.5 sont les fonctions correspondantes aux
fonctions des Equations 2.3.1 et 2.3.2 dans le cadre des ERGM. Contrairement au cas de
Geyer, la fonction gbéﬁ() de PEquation 2.3.5 n’admet pas toujours un maximum, et lorsqu’il
existe il peut ne pas étre unique. Similairement aux Propositions 2.1.7 et 2.1.9, on obtient
les Propositions 2.3.12 et 2.3.11. Pour un échantillon de K graphes provenant de la loi py,

avec le parametre connu , € R%, on pose d’abord
K) = Ls(V), ..., s(Yr)}. (2.3.6)

Proposition 2.3.11. Le maximum de la fonction ¢£fo{) (Equatz’on 2.8.5) existe si et seule-

ment si s(Y') est dans l'intérieur conveze relatif de 5’6(5()

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle de la Proposition 2.1.9, mais

en remplacant S par 39(5(). 0

La Proposition 2.3.11 nous donne une condition nécessaire et suffisante pour s’assurer de
Iexistence d’un maximum pour la fonction qﬁ&o). Mais, le Corollaire 2.3.10 nécessite aussi

que chaque maximum soit unique pour assurer la convergence.

Proposition 2.3.12. La fonction de ’Equation 2.3.5 est
(1) concave sur son domaine, et;

(2) strictement concave sur son domaine si et seulement si dim aff <39(£()> =d.

Démonstration. Malgré que la preuve est la méme que celle de la Proposition 2.1.7, mais en
altérant certains aspects, on préfére ’écrire par souci de transparence. On pose d’abord un
échantillon de K graphes Yy, ..., Yy, et un certain parametre connu y € I'. La fonction de
’Equation 2.3.5 est

0 (8) = s(Y)T (8 — 6y) — log — Z exp(s(Y;)T (6 — 6y))

= s(Y)'(0 — 6y) — log Z exp(s(Y;)T (0 — 0p)) + log K.
Elle est (strictement) concave si et seulement si
log Z exp(s(Y;)T (0 — 6y))

est (strictement) convexe. On commence par montrer la concavité. Pour 61,0, € R? et

A € [0, 1], on pose les fonctions

f : yn — R-‘r CY = eXp('S(y)T(Hl - 00))\)7
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et
g: V0 — Ry iy exp(s(y)t (0 — ) (1 — ).

En utilisant I'inégalité de Holder avec p = i et g = ﬁ, on obtient

K K /p , gk 1/q
> f(Y)g(vi) < (Z f(ii-)p> (Z g(}@)q)

=1
K

— ZeXp(S(Yi)T(A% + (1 = A)f2 — 6))

i=1 =1
K
> log Y exp(s(Y:)" (M + (1 — \)f> — b))
=1

K
< /\logZexp(s (V)1 (01 — 6y)) + logZexp T (0, — 0y)).

i=1
La fonction de 'Equation 2.3.4 est donc concave pour tout 6 € R?.

On continue en montrant la stricte concavité si, et seulement si, dim aff (Sé?) = d.

On suppose que dim aff (39(5()) < d. 1l existe alors une paire de points distincts 6,6, € R?
tels que 6; — 0y € Vsjgm. Pour toute paire de graphes Y/,Y; € {Yi,...,Yx}, on a que
0
s(YY) — s(Y3) € Viuo), et donc
o

(s(Y{) = 5(¥3)) (61 — 02) = 0

= s(Y]) (01 — 02) = s(Y3)" (61 — ).

Ainsi, on a

fY)P
g(Y{)1

S
g(Y5)®’

= exp(s(Y{) 01 — 5(Y)"02) = exp(s(¥5) 01 — 5(Y5)"02) =

ce qui implique qu'il existe un nombre réel ¢ tel que f(Y’) = cg(Y’) pour tout Y’ €
{Y1,..., Yk}

On suppose maintenant que dim aff (36(,5()) = d. Pour toute paire de points distincts
01,0, € T', on a que 6; — 0y € Vééf)' Par construction de 'espace Vgéf)’ il existe une paire
de graphes Y/, Y] € {Y1,...,Y,} tels que |(s(Y{) — s(YJ)T(0; — 65))| > 0. Ainsi, dans ce cas,
les fonctions f et g sont linéairement indépendantes, ce qui implique que ’égalité de Holder
nest jamais rencontrée. En d’autres mots, la fonction de I'Equation 2.3.5 est strictement

concave. U
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Il se peut que le MCMCMLE n’existe pas comme il a été montré dans les Propositions
2.3.11, et ce méme si le MLE existe. Mais encore, la Proposition 2.3.12 montre que, lorsqu’il
existe, il peut ne pas étre unique. Cette difficulté peut étre résolue en se concentrant sur les
maximums de plus petites normes, car il existe un unique maximum de plus petite norme.
On se replace dans le contexte de la Remarque 2.1.8. On est dans le cas ou le MLE existe,
c’est-a-dire que s(Y') € rcint(S), mais aussi ou le MLE n’est pas unique, c’est-a-dire que
le cas ou dimaff(S). On a alors vu que si 6* est un MLE possible, alors pour tout vecteur
u € Vg, 0 +v est aussi un MLE. Notons par 0y la projection orthogonale de 6* sur I'espace

vectoriel Vs, et par 67, la projection orthogonale de 6* sur V4. On remarque alors
S
107 + vl = 1167, + 651 + 0l
= (161l + 1674 + oll-

Le MLE avec la plus petite norme est celui qui se trouve uniquement dans Vs. On doit alors
ajuster la définition du MCMCMLE pour les ERGM. Le MCMCMLE est alors
6o si s(Y) & rcint (3%{)) ;

K :
arg Maxpev, (bfdo ) (f) sinon,
fo

Ok € (2.3.7)

ou Vg est I'espace vectorielle induite par I'enveloppe affine de S’e(f). Bien stir que choisir
b0

0y lorsque ¢£f§) n’admet pas de maximum est arbitraire. Cette valeur est aussi bonne que 6,
est pres du MLE.

Lemme 2.3.13. Soit S un espace fini d’états, et soit X1, Xs,... une chaine de Markov a
temps discret irréductible. Pour n € Z,, on note S, = {X1,..., X, } les n premiers états

visités. Alors,
P (liminf{$, = 5}) = 1.
n—oo
Démonstration. Notons E,, = {S, = S} I"événement ot tous les états ont été visités par les
n premieres variables de la chaine. On remarque que si les n premieres variables ont visité
tous les états, alors il en est de méme pour les n 4+ 1 premieres variables, E, C E,1;. On a
que
C o, ¢]
liminf E = limsup F; = E°.
( neN n) neN " nOl nggn "
Puisque la suite (E,)qen est croissante, alors la suite (E¢),en est décroissante. Ainsi, pour
tout nombre entier positif m,

U E; =E;,

n>m
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et

m—o0

() E;, = lim E,.
m=1
On a les inclusions suivantes
lim EC ={3j€S: X1 #j,Xo#7,...}
m—0o0
- U{Xl #]7)(27&]7}
jes

:U U {X1:i7X27£j7X37£j7"'}7

JESieS\{5}

et puisque la chaine est irréductible pour toute paire d’états i, 5 € S

P(Xy # §, X3 # j,...| X1 =1i) =0,

alors
P(lim B5) <> S P(Xi=iXo# )X #j0)
j€S ies\{j}
=3 N P(Xa A4 XA, Xy =) P(X; =)
jeS ieS\{j}
<0.
Donc, P(limsup,,cy ES) = 0 et P(liminf, ey E,,) = 1. O

Le Lemme 2.3.13 dit simplement que pour une chaine de Markov irréductible, il existe
presque stirement un temps 7' tel qu’a partir de ce temps, tous les états auront été visités
au moins une fois. Sous la condition d’existence du MLE, c’est-a-dire que s(Y') € rcint(S),
on a l'inclusion suivante

{ng) = S} C {S(Y) € rcint <‘§(§f)>} : (2.3.8)
ce qui implique qu’il existe presque stirement un moment 7' € N tel que pour tout nombre
naturel K > T la fonction gbéﬁ() de PEquation 2.3.5 posséde un maximum. Ainsi, notre
estimateur est celui de Geyer pour un K suffisamment grand.

Pour une chaine de Markov {X;}cz, sur I'espace S, on pose le critére d’arrét de couver-
ture

Teov = Inf{t € Z; : {Xo,..., X;} = S},
et le temps de couverture

teoy = max E[7e | Xo = x].

z€S
On pose aussi le temps d’atteinte, hitting time,

thit = gj&é)éE[Ty’Xo =z},
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ou

T, =1inf{t € Z, : X; = y}.
Proposition 2.3.14. Soit {Xt}tez+ une chaine de Markov irréductible sur l’espace d’état
fini S. Pour |S| =n > 1 états, on a l'inégalité suivante

n—1

thit < toov < thie D
=1

1

Z.
(Commentaire et Théoreme 11.2 de [36])

La Proposition 2.3.14 donne une idée en moyenne sur l'ordre d’atteinte du moment ou
les maximums des fonctions <gb(%<)> existeront toujours. Malheureusement, le temps ty,;; est

difficile a calculer.
2.3.2. Convergence de l’estimateur

Il y a quatre conditions a respecter afin d’appliquer le Théoreme 2.3.7, la Proposition
2.3.8 et le Corollaire 2.3.10 pour notre estimateur :

— D’espace paramétrique doit contenir une base dénombrable;

— la fonction 6 — exp(s(Y)10) doit étre semi-continue & certains points;

— l'existence presque sire d'un unique maximum pour la fonction gbéﬁ{), et ;

— l'existence presque stire d’'un ensemble compact C' C I' qui contient la suite des

maximums 0 pour la suite de fonction (¢£f§)) .

L’espace paramétrique I' C R? (avec la topologie standél;rfiN) est muni d'une base dénombrable
induite par 1’espace R?. On rappelle que pour un espace métrique, 1’espace est muni dune
base dénombrable si, et seulement si, 'espace est séparable. La fonction 6 — exp(s(Y)™0)
est continue pour tout # € I'. Pour un K suffisamment grand, il existe un unique maximum
pour (bff(f). Finalement, la condition la plus contraignante est celle de la compacité. Malgré
que cette condition ne soit que rarement respectée, cette technique est celle par défaut pour

approximer le MLE.

2.3.3. Comportement asymptotique du maximum de vraisemblance

par Monte Carlo par chaines de Markov

Dans ses travaux, Geyer s’est aussi intéressé a la loi asymptotique du MCMCMLE. 11
se trouve, comme le Théoreme central limite, que la loi asymptotique du MCMCMLE est
aussi une normale [18]. Pour énoncer son théoreme de maniere générale, on se replace sous

la notation de la Section 2.3. On a un espace paramétrique €2, qui « engendre » une famille
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de densités normalisées {f, : w € Q}, et pour un certain parametre w* soit une variable

aléatoire X de loi f,. On suppose ici que  C R%.

Théoréeme 2.3.15. Soit wx un MCMCMLE et soit @ un MLE. Sous les conditions sui-

vantes :
(1) Le MLE & est unique et il existe un voisinage U de & qui est contenu dans € ;

(2) Le MCMCMLE &k converge en probabilité vers le MLE & ;

(3) La fonction w v+ hy,(X) est doublement dérivable et ses dérivées sont intégrables sous
¥

(4) VK [Vl/)ff)] (@) 5 N (0, A) pour une certaine matrice de covariance A ;

(5) B = —[V*Y](®) est une matrice définie positive, et ;

(6) toutes les dérivées partielles triples de zﬁ((f;) sont uniformément bornées en probabilité

dans un voisinage du MLE & ;
alors
VE (o — &) 5 N(0, B AB™)
(Théoréme 3 de [18])

Dans le cas des ERGM, la Proposition 2.1.7 et la Proposition 2.1.9 donnent les conditions
nécessaires et suffisantes a l’existence et 'unicité du MLE, ce qui satisfait la Condition 1 et
la Condition 5. En assumant la condition de compacité nommée dans la Section 2.3, le
Corollaire 2.3.10 implique la Condition 2. La Condition 3 est remplie par la mesure finie
utilisée des ERGM et par la dérivabilitée de la fonction exponentielle. De plus, par cette
derniere fonction, la Condition 6 est aussi respectée. Pour vérifier la Condition 4, on doit

d’abord poser quelques résultats.

Théoréeme 2.3.16. Soit {X;}icz, une chaine de Markov uniformément ergodique sur l’es-
pace d’état S avec ™ comme loi stationnaire. Alors, pour toute fonction mesurable f : S — R

telle que [ f*(x)m(dx) < oo, il existe un nombre réel positif 0% ot

VN (%;f()(i) — /f@)ﬂd@) £ N(0,02).
(Théoréme 5 de [63])

Corollaire 2.3.17. Soit {X;}icz, une chaine de Markov uniformément ergodique sur l’es-
pace d’état S avec ™ comme loi stationnaire. Alors, pour toute fonction mesurable f : S — R?

telle que pour toute paire d’indices 1 < i,j <d, [ fi(z)f;(x)m(dx) < oo, il existe une matrice
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de covariance Xy ot
1 N
VN (ﬁ Z f(Xi) — /f(x)w(dx)) £ Na(0,%y).

Démonstration. Pour tout vecteur u € R%, la fonction g, : S — R : x> uT f(z) respecte les

hypotheses du Théoreme 2.3.16. En effet, on a

[ dtarmtan) = [ 1) (wyumas)

d

- izul [/ fi(ﬂf)fj(lﬂ)ﬂ(dx)] u; < 00.

i=1 j=1

Par ce théoreme, on a le résultat suivant

VN (% 2 gu(Xi) — / gu(x)w(dx)> 5 N(0,02). (2.3.9)

Soit une suite de variables aléatoires (U, ),en avec les fonctions caractéristiques (pu, )nen
et soit une variable aléatoire V' de fonction caractéristique ¢y, tous dans R%. La suite (U, )nen
converge en loi vers la variable V si, et seulement si, pour tout ¢t € R%, la suite (oy, (t))nen

converge vers ¢y (t). On note

N
1
Wy = VN (ﬁ ;f(Xi) —~ /f@:)ﬂd@) . et;
W une variable aléatoire de loi Ny(0,% ;). Pour tout vecteur ¢ € R%, on a
E [eitTWn] —F [ei(tTWN)] S E [ei(tTW)] —F [eitTWi|
par le résultat de I’'Equation 2.3.9, ce qui compléte la preuve. 0

Corollaire 2.3.18. Soit {X;}icz, une chaine de Markov uniformément ergodique sur l’es-
pace euclidien RY avec ™ comme loi stationnaire qui est telle que pour toute paire d’indices
1<i,j <d, [|ziz;|n(dz) < oo, et soit g : R* — RP une fonction différentiable sur tout son

domaine. Alors, pour une certaine variance A € RP*P on obtient

VN (g (% ix) g (/ xw(dm))) £ N0, A).

Démonstration. Pour simplifier 1’écriture, on note 1/N Zf\il X; = Xy et E[X] = [ an(dz).
Par le théoreme de Taylor, il existe un point & entre Xy et E[X], c’est-a-dire que pour tout
1<i<d,

min ((Xy):, (E[X]);) < & < max (Xn)i, (E[X]):),
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g9 (Xn) =g E[X]) +[Vg] (&)" (Xy —E[X])

ol Vg est la matrice jacobienne de g. Par le Théoréme 2.3.2, on trouve que Xy — E[X]

presque stirement, ce qui implique que £ — E[X] presque stirement, et par le Corollaire
2.3.17, on a

VN (Xx —E[X]) 5 Ny(0,4,%)

pour une certaine matrice de covariance . Donc, par le théoreme de Slutsky, on obtient le

résultat
VN (9 (X) = 9 (B[X])) 5 N (0, 4),
oti plus particulicrement A = [Vg](E[X])TS[Vg|(E[X]). O

La prochaine proposition montre que la Condition 4 est respectée.

Proposition 2.3.19. Soit V(béf), le gradient de U’Equation 2.3.5. On assume que le MLE
0 € RY existe. Alors,

VE [Vod] (0) 5 Nu(o, 4),
ou A est une certaine matrice de covariance.
Démonstration. Dans le Remarque 1.2.2, on note que la chaine de Markov obtenue par 1’al-

gorithme du Chapitre 1 posseéde une certaine loi stationnaire py, mais est aussi uniformément

ergodique. Le gradient de 'Equation 2.3.5 est

\V4 E)K) 0) = s(Y) — = exp(s(Y;)T (0 — 6)) s(Y;
o 0 =) =2 ot — )

- exp(s(Y)T(0 = 00))(s(V) = s(Y7))
Z SR exp(s(Y))T (0 — 6p))
e 2o xp(s(Y) " (0 = 0))(s(V) — s(¥0))
LS exp(s(Y))T(0 — 6p))

On remarque que pour tout graphe y € Y,

R esw)To

exp(S(y)T(9 — 00))po, (y) =

On pose les fonctions mesurables suivantes

A

U: Yo = Rty exp(s(y)” (0 — 00))(s(Y) — s()), et

A~

L:Y, =Ry exp(s(y)T (0 — b)),
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et pour simplifier I’écriture, on définit U; = U(Y;) et L; = L(Y;) pour tout i = 1,..., K. Leur

espérance, conditionnellement a Y, est

U] = 32 explslu) (0 — ) 6(¥) = s 6) = 2k 36V = s(uso).
YEYVn YEYn
_ T/h _ Z(é)
E[L] - Z €Xp(8<y) (0 90))])90 (y) Z(Qo)
YEVn

En posant la fonction g : R x R — R? : 2,y — x/y, on retrouve
lem . 1 &

=NU, =Y L) = Ve @), et

165 S A BT

g(E[ULE[L]) = Y (s(Y) = s(4))pa(y),

YEVn
ce qui est le gradient de la log-vraisemblance appliqué au MLE. Ce terme est donc nul. Par
le Corollaire 2.3.18, qui se trouve étre la méthode Delta appliquée au chaine de Markov, on

conclue que
VK [wgﬂ (0) £ N(04, A),
pour une certaine matrice de covariance 4 € R4 ]

Ainsi, sous certaines conditions de régularité, le résultat du Théoreme 2.3.15 est valide

pour les ERGM. Comme il est proposé par Hummel et coll., on peut estimer la variance du

MCMCMLE par

ou

avec les poids
_exp((0 —60)"s(Yk))
sy exp((0 = 00) (Y1)

est 'approximation de la matrice B, et ou

V(0) = % {Zexp((@ — GO)Ts(Yk))}

est approximation de la matrice A.

W
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2.3.4. Algorithmes en deux étapes : approximation de ’estimateur

de vraisemblance maximale

Un point important a comprendre ici est qu’il est impossible de simplement utiliser le ré-
sultat de Geyer pour trouver le MCMCMLE dii aux particularités des ERGM. Selon 'espace
paramétrique défini, il se peut que certaines fonctions de la suite <¢(§ff)> n’admettent

K

Sy
pas de maximum. Il faut

(1) Trouver un 6, € I' suffisamment pres du MLE, et;
(2) Approximer le MLE en utilisant les résultats de Geyer.

Malheureusement, un 6, suffisamment pres du MLE n’assure pas que chaque fonction de
la suite ait un maximum, elle augmente simplement la probabilité d'un tel événement. Un
algorithme en deux étapes a été pensé par Hunter et Handcock [30], et a été revue et

améliorée par Hummel et coll. [27].

Algorithme 2.3.20. Algorithme pour trouver un point 6y € I" suffisamment pres du MLE
(Algorithme de la page 7 de [27])

1: Soit t = 0 le nombre d’itérations, K € Z, la taille d’échantillon utilis¢, ) = 9 le
parametre initial, et Y le graphe observé.

2: Utiliser I'algorithme proposé au Chapitre 1 pour générer K graphes Y7, Ys, ..., Yk qui
suivent la loi py, .

3: Calculer £, la moyenne des statistiques suffisantes de 1’échantillon.

4: Trouver le plus grand v® € (0, 1] tel que
FOS(¥) + (1~ 7 O)F0
est dans I'enveloppe convexe de s(Y7),s(Y3), ..., s(Yx). Ensuite, poser
80 =4 O5(Y) + (1= 1)

comme pseudo-observation.
5. Trouver le prochain paramétre ¢+ tel que

K
0+ = arg fglearx ¢é<t))7g(t> (9)

ou gb((;f))’ ‘o (0) est la méme fonction que qﬁé{?(@) sauf que s(Y) a ét¢ remplacé par £,

6: Incrémenter t. Retourner a I’étape 2 jusqu’a ce que deux itérations consécutives avec un

) =1 aient été complétées.
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Une fois que I’Algorithme 2.3.20 eut été complété, 'optimisation de I'étape 5 avec une
valeur de K grande permet d’approximer le MCMCMLE. Les auteurs proposent, afin de
garder une certaine stabilité, d’effectuer 'optimisation de I’étape 5 en cherchant le meilleur
6 dans une boule (ou un cube) autour de #®). Un algorithme quasi-Newton qui accepte des
bornes, comme L-BFGS-B, qui est une généralisation de la méthode de Zhu et coll. [71], est
un choix acceptable pour effectuer cette tache. Cet algorithme comporte plusieurs failles :

— Malgré qu’on peut avoir I'impression que 8% se rapproche du MLE, rien n’est moins
certain. Du meilleur de nos connaissances, il n’existe pas de preuve de convergence de
cet algorithme.

— Le choix de pseudo-observation n’est pas optimal. Si s(Y) ¢ aff (Séf)), alors la
meilleure pseudo-observation sera simplement la moyenne des statistiques exhaustives
de Péchantillon €@ ce qui fait « perdre » une itération. Méme sans ce cas, la définition
de cette pseudo-observation n’est pas optimale. Comme il est vu au Chapitre 1, il peut
étre coliteux de générer des graphes aléatoires alors que chaque échantillon doit étre
utilisé a bon escient.

— Les auteurs supposent que le I'estimateur est unique, ce qui n’est pas garanti. Or, il
est nécessaire d’opter pour une réécriture pour s’assurer de la convergence comme il
a été vu a la Section 2.3.

— Obtenir une bonne valeur de 6y ne garantie pas I'existence du MCMCMLE pour une

certaine valeur de K choisi.

2.3.4.1. Pseudo-observation. Sauf pour Bayly et coll. [3], la plupart des autres auteurs
ont supposé que l'enveloppe affine de S était de pleine dimension, et de ce fait, lorsque le
MLE (ou le MCMCMLE) existait, il était unique. Or, si ce n’est pas le cas, c’est-a-dire que
si la dimension de I’enveloppe affine de S’éf) n’est pas de pleine dimension et que s(Y') n’est
pas dans cette enveloppe affine, alors le meilleur v qu’on peut choisir a I’étape 4 est v = 0.
Ce dernier cas se produit assez souvent lorsque 6y est loin du MLE. De plus, la pseudo-
observation trouvée avec cette méthode est un point dans l'intérieur convexe relatif de 39(5()
qui est a mi-chemin entre s(Y) et le point milieu de 3(55(). Il serait pourtant préférable de
trouver le point dans l'intérieur convexe relatif de 5’;5) le plus pres de s(Y). Cet algorithme
peut donc étre modifié pour mieux refléter les Propositions 2.3.12 et 2.3.11.
On redéfinit d’abord la pseudo-observation &,

fcarg  min_ |s(Y)—¢|>% (2.3.10)

EErcint(Sgo )

La solution n’existe pas des que s(Y) ¢ rcint (ng)), car rcint <8§9(§()) est un ensemble
ouvert et la solution se trouverait sur la fermeture de cet ensemble. Dans ce cas, on pourrait

tout de méme se satisfaire d’une solution valide, c’est-a-dire d’'un point qui se trouve dans
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Iintérieur convexe relatif, mais qui soit arbitrairement pres du point critique se trouvant sur
la fermeture. Le probleme de 'Equation 2.3.10 peut étre rééerit sous une forme plus facile &
gérer. Soit Yy, ..., Yy I'échantillon de K graphes qui suivent la loi ps,. On pose C' € R¥*K
la matrice composée des K vecteurs s(Y7), ..., s(Yx) comme colonnes. Le nouveau probléme

d’optimisation est
X € arg min ||s(Y) — CA|]?
gAG K|| (Y) |

sous les contraintes 0 < \;, pourtout:=1,..., K

K
A=l
=1

Les contraintes obligent a chercher parmi les combinaisons convexes, mais I'inégalité stricte
des K premieres contraintes obligent que f = (') soit un point de l'intérieur convexe relatif
de 39(5(). Ce probléme de programmation quadratique peut se résoudre avec une méthode de
point intérieur présentée par Gondzio [20]. Cependant, une simple reparamétrisation permet

d’utiliser une descente de gradient sans se soucier des contraintes.

Définition 2.3.21. On définit la fonction logit multivariée (ou encore softmaz) ¥ :
RE-1 — RE tel que pour tout v € RE-1,

exp(7; .
U,(y) = K_(lj) pour j=1,...,K —1
L4 2y exp(n)
1
Vi(y) = - .
1+ Zf:ll exp(7Vk)
De plus, sa matrice jacobienne Jy € RE*E=1 et pour tout v € RE-1 i =1,..., K et

j=1,...,K—1,

[Jalij(7) = Wi (7)(1 = Wi(v)) sii=j
[Joli;(7) = =Wi(7)¥;(7y) sinon.
On remarque que quelque soit v € RX~! la fonction logit multivariée est telle qu'on a

que V() > 0, pour tout : = 1,..., K, et Zfil U;(v) = 1. En utilisant la reparamétrisation

A = ¥(y), on peut réécrire finalement notre probleme d’optimisation ainsi
yearg min |[s(Y)—CW¥ 2,
jearg min s(¥) = C¥()|

Ce probleme peut étre résolu avec n’importe quel algorithme de descente de gradient,
comme ADAM [35]. On note qu’il peut exister une infinité de solutions, car souvent une
infinité de combinaisons convexes peut représenter un méme point. Ainsi, des algorithmes qui

font intervenir la matrice hessienne, comme Newton-Raphson, peuvent ne pas fonctionner.
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D a cet aspect, le critere d’arrét ne doit pas tenir compte du pas effectué entre deux
itérations, mais plutot a une variation de la fonction objective. Dans le cas ou la solution se
trouve plutot dans la fermeture de l'intérieur convexe relatif, en commencant avec un point
valide, comme pour v = Ox_1, qui représente la moyenne des statistiques exhaustives, plus la
tolérance, c’est-a-dire la borne sur la variation de la fonction objective entre deux itérations
avant 'arrét, est basse, plus 'algorithme va se rapprocher de la frontiere de I'enveloppe
convexe, mais tout en restant dans l'intérieur convexe relatif. Il peut étre alors judicieux
de prendre une tolérance pas trop prés de 0, comme 1073 par exemple, pour s’assurer que
la pseudo-observation est a bonne distance de la frontiere. Finalement, on peut conclure
que ’événement s(Y) € rcint(S’éj{)) est rencontré lorsque [[s(Y) — C¥(4)|]* = 0. Comme
pour I’Algorithme 2.3.20, on supposera qu’une valeur ¢, € I" suffisamment preés du MLE est

trouvée lorsque deux itérations sont complétées en ayant rencontré cet événement.

2.3.4.2. Unicité du maximum. Comme expliqué précédemment, il faut que les points
maximums soient uniques, afin de s’assurer de la convergence du MCMCMLE. Il a déja été
noté qu’on peut se concentrer sur les points de plus petite norme qui se trouvent tous dans
I’espace Vs. Or, bien siir, lorsqu’on résout le probleme d’optimisation de ’étape 5, on ne sait

pas si cet algorithme est de pleine dimension. On peut cependant se restreindre a 1’espace

Ve = vect (s(Y1) = s(Y),..., s(Yk) — s(Y)).

90
On remarque que

VS(K) C VS(K) - VS,
90 90

et que VgéK) converge presque stirement vers Vs lorsque K converge vers l'infini. Plus spé-
Ciﬁquemenot, ces deux espaces sont égaux au plus tard lorsque la chaine s(Y}),...,s(Yk)
a couvert l'espace S. On pose alors B comme la matrice composée des vecteurs s(Y;) —
s(Y),...,s(Yx) — s(Y) comme colonne. Le rang est bien stir supérieurement borné par
min (K, d), alors pour extraire une base linéairement indépendante, on pose B la matrice
composée des vecteurs propres de B associé a des valeurs propres strictement positives. On

pose B € R¥™P_ On peut alors changer le probleme d’optimisation de I’étape 5 ainsi
1
a(t+ ) = arg gé%}g ¢9(t),é<t) (Ea),

et poser 0t = Ba+1) . Par construction, il existe un unique a € RP qui maximise la

fonction.

2.3.4.3. Algorithme modifié. En prenant en compte nos précédents résultats, on obtient
I’Algorithme 2.3.22.
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Algorithme 2.3.22. Algorithme itératif modifié en deux étapes pour trouver le MCMCMLE

1: Soit

— t =0 le nombre d’itérations;

— M = 9O le parametre initial ;

— K € 74 la taille d’échantillon utilisé, et ;
— Y le graphe observé.

2: Utiliser I'algorithme proposé au Chapitre 1 pour générer K graphes Y7, Y5, ..., Y qui
suivent la loi py, .

3: Poser Séf) ={s(Y;):i=1,...,K} et B=base(s(Y;) —s(Y):i=1,...,K) ou base(A)
retourne une matrice composée d’une base linéairement indépendante de vect(A) comme
colonne.

4: Si s(Y) € reint <$’é§()>, poser £ = s(Y), sinon trouver la pseudo-observation

fearg  min s(Y) ¢,
¢ercint (séf ) )
de la méme maniere qu’il est expliqué dans la Section 2.3.4.1.

5. Trouver combinaison a telle que

; (K)
G € argmax ¢, . (Ba)

ol (béff))yé(ﬁ) est la méme fonction que gzﬁéé()(ﬁ) de 'Equation 2.3.5 ott 6y = 0% sauf que
s(Y') a été remplacé par €.

6: g+ — Ba.

7: Incrémenter t. Retourner a ’étape 2 jusqu’a ce que deux itérations consécutives se fassent
avec s(Y') € rcint <3§f)>

Des éléments restent encore a améliorer :

— La distance utilisée & I'Etape 4 est la distance Ly et elle ne prend pas en compte la

géométrie intrinseque de l’ensemble Se(f): et ;

— Aucune preuve formelle n’a été faite pour s’assurer que la suite (6®)),cy s’approche

d’un MLE.

Pour mettre a ’épreuve 'amélioration apportée, on effectue une expérience. Pour deux
modeles différents, on compare la moyenne du nombre d’itérations nécessaire pour atteindre
un critere d’arrét. Le graphe observé sera celui provenant du jeu de données Karate Club
Network [69]. 11 est composé de 34 sommets et de 78 arétes. Chaque sommet représente un

club de karaté, et pour une paire de clubs, il existe une aréte si des membres de chacun
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des clubs se cotoient a l'extérieur des séances de karaté. Le graphe est représenté dans la
Figure 2.1. Pour le choix des modeles, on s’inspire de modeles déja existants d’une ancienne
publication [61] :

(1) Le modele est composé du nombre d’arétes et le degré du poids géométrique de par-

tenaires communs avec une pénalité de 0,2.

(2) Le modele est composé du nombre d’arétes, le degré du poids géométrique de parte-
naires communs avec une pénalité de 0,2, et le degré du poids géométrique avec une

pénalité de 0,8.

Le critere d’arrét est changé dans les deux algorithmes pour s’assurer que la comparaison
représentée est fiable. Le critere d’arrét est la vérification explicite que s(Y') € rcint (Sé?)
Pour chacun des modeles, on teste les algorithmes pour différentes tailles d’échantillon K,
soit 50, 100 et 200. Un temps de brilure de 500 et un facteur d’amincissement de 25 est utilisé
pour chaque chaine de Markov. Lors de I'optimisation pour trouver le prochain parametre,
on restreint notre domaine dans un carré de 0,2 unité de large centré autour du précédent
parametre. Le parameétre initial est toujours le MPLE. Pour chacun des cas, 50 exécutions
sont effectuées. On impose cependant un nombre maximal de 100 itérations avant de supposer
qu'une exécution n’a pas convergé. Ce nombre a été choisi par des observations empiriques
pour ces modeles appliqués a ce graphe. Les expériences qui n’ont pas convergé a l'intérieur
de 100 itérations ne semblent jamais converger. Par exemple, pour I'exécution de 'algorithme
« MCMCMLE classique » avec un échantillon de taille 200, I’algorithme a convergé 45 fois
sur 50, et parmi ces 45 fois, le critere d’arrét a été satisfait apres 58,42 itérations en moyenne

et avec un écart-type de 19,44 itérations.

Algorithmes
Grandeur d’échantillon
(Nombre d’exécution avec convergence sur 50) Moyenne + Ecart-type

(K)

MCMCMLE classique MCMCMLE amélioré
50 (50) 45,86 + 16,29 (50) 34,44 £+ 9,85
100 (50) 42,62 + 13,41 (50) 21,74 £ 3,57
200 (45) 58,42 + 19,44 (50) 16,72 £+ 2,13

Tableau 2.1 — Comparaison entre I’Algorithme 2.3.20 et I’Algorithme 2.3.22 pour le Modele
1 appliqué au graphe Karate Club Network [69]. Pour chaque parameétre d’expérience, 50
expériences ont été produites. On suppose qu'une expérience n’a pas convergé si le nombre

d’itérations dépasse 100.
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Algorithmes
Grandeur d’échantillon
(Nombre d’exécution avec convergence sur 50) Moyenne + Ecart-type

(K)

MCMCMLE classique MCMCMLE amélioré
50 (5) 65,20 £ 19,05 (21) 73,43 £ 18,78
100 (14) 66,29 + 22,88 (50) 53,32 £ 18,07
200 (9) 75,44 + 15,38 (50) 30,54 + 9,29

Tableau 2.2 — Comparaison entre I’Algorithme 2.3.20 et I’Algorithme 2.3.22 pour le Modeéle
2 appliqué au graphe Karate Club Network [69]. Pour chaque parametre d’expérience, 50
expériences ont été produites. On suppose qu'une expérience n’a pas convergé si le nombre

d’itérations dépasse 100.

Pour le Modele 1, on remarque que 1’Algorithme 2.3.22 donne toujours de meilleurs
résultats et est aussi bien plus constant en termes d’écart-type que 1’Algorithme 2.3.20.
Quant au Modele 2, pour la plupart des exécutions, I’Algorithme 2.3.20 n’a pas convergé.
Encore ici, I’Algorithme 2.3.22 semble mieux se comporter.

Dans la Figure 2.2, on a effectué une simulation de I’Algorithme 2.3.22. On a pris le mo-
dele composé du nombre d’arétes et du nombre d’étoiles a trois branches comme statistiques
exhaustives appliqué a des graphes de six sommets. On a ensuite pris un certain parametre
(0 = (1,—0.3)) pour générer le graphe observé. On a ensuite exécuté 'algorithme, qui a pris
cinq itérations, comprenant l'itération finale pour converger. On observe I’évolution de I'ap-
proximation de la log-vraisemblance qui converge tranquillement vers la log-vraisemblance
au fur et a mesure que les graphes simulés se retrouvent dans la méme région que notre
graphe observé. L’itération finale permet de trouver 6 = (1.19,—0.36) comme MCMCMLE.
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Figure 2.1 — Graphe composé de clubs de karaté illustrant les interactions a l'extérieur de

la pratique du sport [69]
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tiques exhaustives. Le graphe observé est en haut a gauche, les statistiques exhaustives pour chacun des graphes possibles sont

représentées en haut a droite, ou la couleur représente la fréquence d’un méme point, la deuxieme ligne représente la fonction

¢£f§) a chacune des itérations, et la troisieéme ligne représente les statistiques exhaustives des graphes échantillonnés.

1750

1500

1250

1000

—800

—1600

—2400

—3200

—4000

—4800

—5600



2.0 A

=
(6]
1

o
u
1

Degré du poids géométrique de partenaires communs
avec une pénalité de 0.2
|_|
o
®
[ ] L 1"
@
F
[ ]
r .
L")
L 4
®

0.0 -

-4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0
Nombre d'arétes

Figure 2.3 — 100 réalisations MCMCMLE pour le Modele 1 pour le Karate Club Network

On illustre maintenant le comportement asymptotique avec un exemple. On reprend le
méme graphe, Karate Club Network, on exécute I’Algorithme 2.3.22 100 fois pour trouver le
MCMCMLE pour le Modele 1. Les 100 réalisations sont représentées dans la Figure 2.3.

2.3.5. Travaux futurs

Par linclusion de 'Equation 2.3.8, on sait que, quel que soit le choix de 6, € T, il
existe presque stirement un moment ou pour toutes les fonctions subséquentes de la suite

K . . . . N . .
<¢§0 )> le maximum existe. Cette inclusion est cependant tres conservatrice. La fonction
KeZy

¢gﬁ() est une approximation du logarithme du rapport de vraisemblances et comme il a été
remarqué par Geyer et Thompson [19], 'approximation est aussi bonne que 6y est pres du
maximum de vraisemblance. Trouver une borne moins conservatrice permettrait de choisir
une valeur de K qui améliorerait les chances de trouver un maximum. D’autre part, si on était
capable de bornée supérieurement au temps de couverture, la Proposition 2.3.14 proposerait

alors un ordre de grandeur pour K.
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Comme il a été remarqué dans la Section 2.3.4, tant pour 1’Algorithme 2.3.20 que pour
I’Algorithme 2.3.22, aucune preuve ne permet de conclure que les itérations permettent
d’obtenir une « bonne » valeur pour #y, et méme avec une bonne valeur de 6y, pour une valeur
de K choisi, le MCMCMLE n’est pas garanti d’exister. Ce sont deux problemes majeurs qui

demandent une sérieuse attention.
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Chapitre 3

Inférence de la loi a postériori

Tout au long du présent chapitre, on supposera que l’espace paramétrique est I' = R?. Ce
chapitre prend place dans un contexte bayésien, ainsi on suppose que le parametre est plutot
une variable aléatoire © qui prend ses valeurs dans I'espace paramétrique I'. La loi a priori
7(+) grandement adoptée par communauté scientifique est la loi normale avec les parametres
o = 0g et X = Jé[d, et ou 08 > 0. La fonction de vraisemblance py est maintenant la
fonction de masse conditionnelle p(y|0) = py(y) qui est définie pour tout graphe y € ) et

pour toute valeur de parametre # € I'. On remarque que la loi a postériori

o)
Joa p(Oly)m(0)d0°

(0|y) pour tout y € Y,0 € T,

est incalculable dii a la fonction de vraisemblance qui s’y trouve. Etant donné qu’on la trouve
au numérateur ainsi qu’au dénominateur, cette densité est souvent étiquetée « doublement
incalculable ». Il faut alors faire preuve d’ingéniosité pour inférer sur le parametre.

Une premiere technique est d’échantillonner des réalisations de la loi a postériori en uti-
lisant des variables auxiliaires [45]. Cette méthode a mené a l'algorithme d’ezchange [44].
Malheureusement, il est nécessaire d’échantillonner parfaitement selon la vraisemblance, ce
qui n’est pas possible dans le cadre des ERGM. De nouvelles améliorations ont été appor-
tées & cette technique pour permettre d’échantillonner sur une chaine de Markov [38], mais
Iapplication aux ERGM n’est pas faite ici. Il est important de mentionner aussi que ces
techniques présentent un coiit en temps-machine élevé si les parametres de 1’algorithme ne
sont pas habilement choisis.

Une autre technique est 'utilisation d’une densité de substitut, une approximation « suf-
fisamment » pres de la vraie loi. La technique classique d’inférence variationnelle est présen-
tée a la Section 3.1. Ensuite, a la Section 3.1.1, 'inférence variationnelle est appliquée aux
ERGM.



3.1. Méthodes classiques en inférence variationnelle

L’inférence variationnelle, Variational Inference, (VI) [5] est une technique pour approxi-
mer une densité (ou une fonction de masse) par une autre densité qui est plus facile a
manipuler. L’idée est de trouver la fonction parmi un ensemble de fonctions, celle qui est « la
plus proche » de la fonction a approximer. On appelle la famille variationnelle, qu’on note
G, 'ensemble des fonctions qui contient nos possibles approximations. Si I’ensemble est pa-
ramétré par un parametre, qu’on note A, il est appelé le parametre variationnel. Dans notre
cas, la famille variationnelle sera une sous-variété différentiable contenue dans 1’ensemble
des densités intégrables, et dont la fonction de transition est infiniment différentiable. Une
« distance » doit étre utilisée pour trouver un bon candidat dans la famille variationnelle.
En inférence variationnelle, on utilise le plus souvent la divergence Kullback-Leibler

f(@)
Dalf.o = [ f@)os L8

Il existe plusieurs autres divergences, mais on se concentrera sur cette derniere. On remarque

dz, pour deux densités f,g. (3.1.1)

que pour toute paire de densité f, g on a toujours

DKL[f>g] 2 Oa et?

Dxi[f, g] = 0 si, et seulement si, f = g.

On remarque aussi que ce n’est pas une distance. Elle n’est pas symétrique et ne respecte
pas l'inégalité du triangle. Les questions d’existence et d’unicité de 'optimum ne sont géné-
ralement (et malheureusement) pas abordées. On suppose simplement qu’il existe au moins
un optimum et on se satisfait d’un local. Bien stir, les fonctions de G ainsi que la fonction a
approximer doivent posséder le méme support, sinon en posant ¢/0 = co pour une constante
¢ > 0, on trouvera que Dxp,[f, g] = oo pour toute paire de densités sur des supports (presque
stirement) différents. On observe que cette divergence n’est pas symétrique et 'ordre a un
impact sur 'approximation obtenue. Ainsi, si on souhaite approximer la densité f par une

densité de la famille G, notre approximation peut étre la solution au probleme d’optimisation
f € argmin Dgy[g, f], (3.1.2)
g€eg
ou encore la solution au probleme d’optimisation

f € argmin Dy [f, g]. (3.1.3)
9€g

Pour le probleme de I'Equation 3.1.2, on dit qu’on minimise la divergence Kullback-Leibler
renversée, Reverse Kullback-Leibler divergence, (divergence RKL), et pour le probleme de
'Equation 3.1.3, on dit qu'on minimise la divergence Kullback-Leibler avant, Forward
Kullback-Leibler divergence, (divergence FKL).
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On observe maintenant le cas ou la densité a approximer en est une a postériori. Soit
Q2 C R un espace paramétrique ol la variable aléatoire  prend ses valeurs selon une certaine
loi définie par une densité a priori m(w), et soit X un espace dans lequel la variable aléatoire
X prend ses valeurs selon une loi définie par une densité f(z). Les deux variables aléatoires X
et 7 sont liées par la densité jointe f(x,w), et la fonction de vraisemblance f(z|w). On note la
loi & postériori 7(w|z). Soit G une famille variationnelle pour Q2. Le probleme d’optimisation
pourrait soit étre posé comme & ’'Equation 3.1.2, ou soit comme & ’'Equation 3.1.3. Le
premier cas sera le plus souvent utilisé pour des raisons de faisabilité. On remarque que dans
le deuxiéme cas une intégration doit étre faite par rapport a m(-|X), et si on utilise une
méthode VI, c¢’est en partie parce qu’on n’est pas capable de la calculer. De plus, pour toute

densité g € G, on a la relation suivante

_ f(n, X) 9(n)
log f(X) = /Rdg(n) log der /Rdg(n) log W(MX)dn-

Pour une certaine réalisation, la partie de gauche de 1'égalité est fixe, et quant a la partie de

droite, on trouve deux termes : le premier est appelé la borne inférieure de 1’évidence, evidence
lower bound, (ELBO) et le deuxieme terme est la divergence Kullback-Leibler Dky,(g, 7(:|X)).
On remarque ainsi que minimiser la divergence Kullback-Leibler revient a maximiser la
ELBO, et il est souvent plus aisé de maximiser la ELBO que de minimiser la divergence. On
peut aussi imposer des structures particulieres sur la famille variationnelle afin de faciliter
le probleme. Par exemple, on peut supposer que pour toute densité g € G, il existe une

décomposition en plusieurs densités distinctes ainsi
g(w) = gl(wl) . -gd(wd), pour tout w € €.

Cette sous-famille est nommée Mean Field. Comme il peut étre vu dans [5], trouver la
fonction de cette famille qui minimise la divergence RKL est tres facile. Cependant, se
restreindre aux densités qui supposent 'indépendance des parametres mene nécessairement

a un plus grand biais.

3.1.1. Inférence variationnelle pour les modeles de graphes aléa-

toires

La famille variationnelle utilisée pour les ERGM est I’ensemble des densités normales, et
avec une telle famille, les parameétres variationnels sont u € R? le paramétre de moyenne,
et ¥ € R4 le parametre de variance. Tan et Friel ont proposé une maniere de résoudre ce
probleme [61] en utilisant une méthode de descente de gradient stochastique [50]. Comme

précédemment expliqué, notre probléme pour minimiser la divergence RKL peut se ramener
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au probleme suivant
p(Y,0)
9(0)

e argmax/ g(0) log df. (3.1.4)
Rd

geg

Notre fonction objective est

J(g) = / g(0)log pag’gf)d@, pour toute fonction g € G,
Rd g

ce qui peut s'écrire de maniere équivalente J(g) = J(p, ) dans notre cas. Pour tout para-

meétre de variance X, il existe une unique décomposition de Cholesky ¥ = CC™, et si on pose
dxd d(d+1)

vech : R*** — R

a jour de parametres sont

la fonction qui vectorise une matrice triangulaire inférieure, nos mises

pl D = 5O 4 py[V,J] (", 50),
CHD = O prvech™ ([Viean(ey J) (1, 2))

ou p; sont les pas de gradient qui respectent les conditions nécessaires a la convergence de
I’algorithme. Certaines difficultés restent a éclaircir.

On remarque d’abord que notre fonction J est en fait une espérance prise sous une autre
mesure, la mesure ou la loi de © est induite par la densité g. Sous cette mesure, on peut
poser © = C'X + p ot X est une variable aléatoire sous la loi normale standard. On peut
donc voir © comme une fonction de X. Ainsi, notre fonction objective peut s’écrire

00
®79(0()

ol ¢ est la densité d’une normale standard. En écrivant la fonction objective de cette maniere,

S, X) = cb( )1o » ¢(x)log p(V, 0(x))dx — cb( )log g(6(x)),

on retrouve les parametres dans la fonction g, mais aussi dans 6. Sous certaines conditions

de régularité, en utilisant la dérivation en chaine, on trouve
V715 5) = [ 0le) (Valozp(Y.0(2)) = Valog a(8(x)) - U, logg(6(a)} do.
[Vvech(C) J] (Na E)

= /,°@ {vech (Vglogp(Y, 0(x)) — Vglog 9(0())) — Vieen(c) log 9(0(x)) } da,

avec les gradients suivants

Vologp(Y,0(x)) = s(Y) = Y p(yl0(x))s(y) — S5 (0(x) — o),

YEYVn
Volog g(f(x)) = =V, log g(0(x)) = —C "z,
Vieen(cylog g(0(x)) = vech(C (za® — 1)).
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Figure 3.1 — Approximation de la loi a postériori par une loi normale en minimisant la
divergence Kullback-Leibler renversée pour le modele composé du nombre d’arétes et du

nombre de chemins de longueur deux

L’espérance Zyeyn p(y|0(z))s(y) peut étre approximée par une méthode MCMC ou par self-
normalized importance sampling. De plus, les deux principaux gradients sont des espérances
qu’on peut facilement estimer par Monte Carlo en échantillonnant sur X ~ N (04, I).

Pour illustrer 'approximation obtenue, on prend le modéle composé du nombre d’arétes
et du nombre de chemin de longueur deux, et on échantillonne un graphe a cinq sommets
suivant ce modele. Etant donné que le nombre de sommets est faible, on peut calculer la loi
a postériori pour tous les points et la comparer avec ’approximation obtenue par inférence

variationnelle. Les deux densités sont représentées dans la Figure 3.1.
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3.1.2. Travaux futurs

Méme si 'approximation semble acceptable, on ignore si c’est le minimum global ou
simplement un optimum local, ou encore s’il existe un unique minimum global. Dans le
précédent exemple, on a pu vérifier empiriquement que la densité a postériori est unimodale,
mais rien ne garantit que ce soit toujours le cas. Si elle était composée de plusieurs modes,
de récentes études [67, 32| montrent que minimiser la divergence RKL meénerait a des
approximations avec des ailes aplaties, alors que la minimiser la divergence FKL menerait a
des approximations avec des ailes plus épaisses. Or, si le but est de calculer une espérance
en utilisant une méthode comme self-nomalized importance sampling, alors la variance de
I'estimateur serait tres élevée [40]. La méthode Markovian score climbing [46] permet de
minimiser la divergence FKL dans le cas ou seule la constante de normalisation de la densité
a postériori est incalculable, mais aux meilleures de nos connaissances, aucune technique ne
permet d’attaquer le probleme lorsque la densité est doublement incalculable. Ce sont tous

des avenues de travaux possibles qui restent a explorer.
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