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Résumeé

Dans cette these, nous présentons les premiers modeles d'atmospheres de Jupiter chaudes
incorporant la réaction du champ magnétique sur I'écoulement zonal durant le développe-
ment de l'instabilité dite thermorésistive. En premier lieu, nous présentons un modele local
qui établit di érents régimes dynamiques supportant une instabilité thermorésistive. Deux
régimes émergent des solutions, soit un régime de sursauts de température et de champ
magnétique longitudinal, suivi d'ondes Alfvéniques se dissipant. Le deuxiéme régime est
celui des oscillations Alfvéniques quasi-harmoniques. Nous avons exploré les solutions dans
di érents espaces de parametres réalistes a n de prédire a quelles températures et pressions
atmosphériques l'instabilité thermorésistive est susceptible de se déclencher.

En nous appuyant sur les résultats du modele local, nous procédons a une augmentation
de la dimension considérée. Nous développons un modéle axisymétriqgue unidimensionnel
radial dans le plan équatorial. L'instabilité thermorésistive persiste dans ce systéme uni-
dimensionnel, et montre des comportements complexes et non linéaires dus au couplage
entre les couches atmosphériques. Nous montrons l'importance d'un traitement rigoureux
de la di usivité magnétique, car négliger la dépendance sur la température et la dépendance
temporelle de celle-ci empéchent l'instabilité de se déclencher. Nous trouvons que les atmo-
sphéres des Jupiters chaudes sont les plus sujettes a soutenir l'instabilité thermorésistive si
elles possédent des températures d'équilibre entre 1000 K et 1200 K. En dessous de cet inter-
valle, I'accélération du jet équatorial nécessaire pour déclencher l'instabilité est trop grande.
D'autre part, a une température d'équilibre au-dela de 1200 K, les lignes de champ magné-
tique sont déja couplées avec I'écoulement, ne permettant pas a l'instabilité de se développer.
Un champ magnétique radial inférieur a 50 G est idéal pour la majorité des températures
d'équilibre.

Augmentant la complexité de notre modele encore une fois, nous procédons a une expan-
sion en longitude de la température ainsi que de la di usivité magnétique en utilisant une
série de Fourier du premier ordre. A l'aide de ce modéle, nous pouvons déduire la position du
point chaud et ses variations longitudinales durant le développement de l'instabilité thermo-
résistive et des oscillations Alfvéniques subséquentes. Dans les solutions présentées, le point
chaud se déplace entre 60 de longitude, avant de reconverger vers sa valeur a I'équilibre de



nouveau apres quelques jours. De plus, ce modéle nous permet de poser une limite supérieure
sur la variation de la luminosité de la planéete qui subit l'instabilité. Le déplacement du point
chaud ainsi que la variation de la luminosité devraient étre des caractéristiques observables
des Jupiter chaudes susceptibles a l'instabilité thermorésistive.

Nous terminons par un retour a I'étude du modele local, cette fois pour souligner le
comportement chaotique qui peut en émerger. Les équations du systeme sont fortement
couplées et non linéaires di au chau age ohmique et a la di usivité magnétique. Le chaos
émerge naturellement de ce systéme a trois équations dans une mince région de l'espace
des parametres précédemment inexplorée, ou l'instabilité thermorésistive prospére. Suivant
une linéarisation des équations et une analyse de stabilité, nous démontrons que la région
chaotique dans l'espace des parametres peut étre comprise comme une région de transition
entre le régime de sursauts et le régime des oscillations harmoniques. De plus, ces régimes
peuvent étre compris comme des régimes suramortis et amortis respectivement.

Mots clés : Dynamique de uides astrophysiques Magnétohydrodynamique (MHD)
Champ magnétique Di usivité magnétique Planetes gazeuses Atmosphéres Variabilité
atmosphérique d'exoplanetes Dynamique atmosphérique d'exoplanétes Théorie du chaos

Non-linéarité



Abstract

In this thesis, we present the rst ever models of hot Jupiter atmospheres incorporating the
back reaction of the magnetic eld onto the zonal ows during the unfolding of a thermore-
sistive instability. First, with a local model, we establish distinct dynamic regimes where
the thermoresistive instability occurs and the area of parameter space where it thrives. The
di erent regimes may be separated as a bursting regime, where a burst in temperature and
longitudinal magnetic eld, the system undergoes decaying Alfvén waves, while the other is
akin to harmonic oscillators. We apply this simple model onto realistic parameter spaces
of hot Jupiter atmospheres in order to predict atmospheric pressure and temperature which
are conducive to the triggering of the thermoresistive instability.

Building upon the results of the local model, we introduce the radial dimension with
an axisymmetric model in the equatorial plane. The thermoresistive instability persists in
the one-dimensional model, exhibits complex non-linear behaviour, and interesting coupling
e ects across the atmospheric layers. We showcase the importance of treating the magnetic
di usivity as thoroughly as possible, as neglecting the time and temperature dependence of
this physical parameter prevents the instability. We predict the magnetic eld and temper-
ature ranges favorable to host the thermoresistive instability in the planets. Atmospheres
with equilibrium temperatures beyond 1200 K showcase an already too strong ux freezing
to host the instability, while below 1000 K, the level of forcing required to trigger the insta-
bility is non-physical. Radial magnetic elds below 50 G at the equator are predicted to be
the most susceptible to host the instability within the bursts regime.

Upgrading in complexity once more, we proceed to a longitudinal expansion of the tem-
perature and magnetic di usivity using a rst order Fourier series. From this model, we can
extract the changing hot spot o set during the unfolding of the thermoresitive instability
and the subsequent decaying Alfvénic oscillations. In the representative solutions presented,
the o set oscillates between 60 before the thermoresistive instability dissipates within a
few days. Moreover, the model allows us to place an upper limit on the brightness variability
that the instability may yield. The o set and periodic brightness variations should be an
observable feature of hot Jupiters undergoing the instability.



We then return to study the local model, now focusing on its chaotic characteristics. The
strongly coupled equations of the system are highly non-linear from the ohmic heating and
the magnetic di usivity. Thus, from this third-order system, chaos emerges naturally in a
previously unexplored thin slice of parameter space, where the thermoresistive instability
is thriving. With a linearisation-based stability analysis, we demonstrate how chaotic be-
haviour can be understood as a transition between bursts and harmonic oscillatory regimes,
which themselves may be understood as overdamped and damped non-linear oscillations,
respectively.

Keywords: Astrophysical uid dynamics Magnetohydrodynamics (MHD) Magnetic
eld Magnetic diusivity Gaseous planets atmospheres Exoplanet atmospheric vari-
ability Exoplanet atmospheric dynamics Chaos theory Nonlinearity
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Chapitre 1. Introduction

1.1. Découverte des Jupiter chaudes

La premiéere détection d'une Jupiter chaude (HJ) remonte déja a 30 ans. Cette détection
a été faite par les chercheurs suisses Michel Mayor et Didier Queloz en 1995. La découverte
de cette planete, nommée 51 Pegasi b, leur a d'ailleurs mérité le prix Nobel de physique
en 2019. Cette découverte a été réussie grace a la méthode de la vitesse radiale. Cette
meéthode consiste a observer I'e et Doppler dans le spectre de lumiere recue de I'étoile. En
e et, des variations dans le spectre sont causées par des changements de la vitesse radiale
de I'étoile a cause d'un centre de masse décalé vers la planete orbitant cette derniere. Cette
méthode a permis de découvrir pres de 20% des plus de 5700 exoplanétes con rmeées a ce
jourl. Bien que cette méthode de détection précéde toutes les autres, ce n'est pas la plus
e cace a détecter ces planetes. Avec plus de 70% des découvertes, ce titre revient a la
méthode du transit. Cette méthode consiste a observer la baisse de l'intensité lumineuse de
I'étoile héte lorsqu'une planete passe entre celle-ci et la Terre. Un census d'exoplanétes est
présenté a la Figure 1.1. Nous pouvons observer sur cette gure qu'il y a en e et une grande
partie des planétes découvertes par la méthode du transit qui ont une orbite d'environ une
dizaine de jours terrestres. Ceci n'est pas une coincidence. En e et, nous sommes plus
susceptibles de détecter une planéte transiter son étoile si elle le fait souvent, créant ainsi un
biais observationnel vers les planétes ayant une courte période orbitale. De plus, un petit
demi-grand axe augmente la probabilité de I'alignement étoile-planéte-Terre nécessaire pour
un transit.

Dans cette these, nous allons nous concentrer sur la partie supérieure gauche de la Figure
1.1. En particulier, les planetes ayant une période orbitale entre 1 et 10 jours et une masse
entre 100 et 1000 fois celle de la Terre. Ce sont ce que nous appelons les Jupiter chaudes,
car elles sont des géantes gazeuses, dépassant les 1000 K. Il s'agit aussi d'un des types de
planetes les mieux caractérisés grace au grand nombre de détections et au ratio favorable du
ux lumineux de la planete sur le ux de |'étoile, Fp=F.

Ihttps://exoplanets.nasa.gov/exoplanet-discoveries/ , consulté le 5 ao(t 2024.
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Fig. 1.1. Census des exoplanétes fait en 2024, pour un total de plus de 5700 découvertes,
mais seulement environ 5300 ont une période orbitale et une masse estimées. Les exoplanétes
sont classées selon la méthode utilisée pour leur découverte. Figures ajustée du site web de
la NASA: https://exoplanets.nasa.gov/exoplanet-discoveries/ , consulté le 5 ao0lt
2024.
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Fig. 1.2. Les trois hypothéses des origines des HJs: la formation in situ, la migration dans
le disque protoplanétaire et la migration par les forces de marées. Figure tirée de Dawson et

Johnson (2018).

1.1.1. Origines

Les origines des HJs sont essentielles pour comprendre la dynamique de ces planetes. Les
trois principales théories de formation sont la formation in situ, la migration dans le disque
protoplanétaire et la migration par les forces de marées. Un schéma de ces trois processus
est montré a la Figure 1.2.



1.1.1.1. Formation in situ

La premiéere théorie de formation des HJs, la formation in situ, est léegerement probleé-
matique. En e et, la formation in situ veut qu'au moins un des deux mécanismes SUPPOSES
pour la formation des géantes gazeuses puisse se produire prés de I'étoile hote. Le premier
mécanisme de formation est par instabilité gravitationnelle. Ce mécanisme nécessite que
la gravité locale du disque protoplanétaire soit en mesure de contrer le cisaillement d( au
pro | de vitesse képlérien pour qu'il y ait formation de protoplanétes (Duriseret al., 2007).
Toutefois, le critere d'instabilité pour ce mécanisme, le critere de Toomre (Toomre, 1964),
est:

q

_ 2 kT= _
Q= m L (1.1)
ou k est la constante de BoltzmanT est la température du gaz dans le disque, est le poids
moléculaire moyenG est la constante gravitationnelle universellel? est la période orbitale
et gas €St la densité de surface du gaz. Cependant, les HJs qui se forment prés de leur étoile
ont une courte période orbitale et une grande température. Il est donc peu probable que ce
critére soit respecté dans le cas qui nous intéresse (Dawson et Johnson, 2018).

Le deuxieme mécanisme de formation est le mécanisme d'accrétion par noyau. Ce méca-
nisme nécessite la présence d'un noyau d'environ D qui accrete du gaz dans le disque
protoplanétaire. Le premier dé de ce mécanisme est d'accréter un noyau assez massif avant
gue le disque protoplanétaire ne s'évapore. Un noyau se construit lentement grace a des
collisions entre des planétésimaux. Ainsi, le deuxieme dé est d'avoir assez de masse dans
la zone proche de I'étoile pour accumuler 10 M (Pollack et al., 1996). Passé la ligne
des glaces, il est plus facile d'avoir assez de solides pour créer ce noyau, car les gaz se sont
condensés puis solidi és. Ainsi, la facon la plus plausible pour qu'un noyau devienne assez
massif est d'accréter des cailloux provenant de plus loin dans le disque et qui ont dévié vers
le centre de celui-ci (Johansen et Lambrechts, 2017). Mais encore, l'accrétion est freinée
lorsqu'un noyau de 1 M est formé, car il creuse un trou dans le disque, empéchant les
cailloux a rejoindre le noyau. Bref, la formation in situ semble étre peu probable pour les
HJs.

1.1.1.2. Formation par migration dans le disque

La deuxiéme théorie de formation des HJs est la migration dans le disque protoplanétaire.
Ce processus provient de l'interaction entre la protoplanéte et le disque protoplanétaire. La
protoplanete interagit avec le gaz du disque, ainsi il y a échange de moment cinétique créant
un couple vers l'intérieur du disque s'exercant sur la protoplanéte (Ward, 1997). Ce couple
peut réduire le rayon de l'orbite de cette planéte de plusieurs UA a une fraction d'UA
(Baruteau et al., 2014). La vitesse de cette migration dépend de certaines caractéristiques



intrinséques, telles que la viscosité et la hauteur d'échelle (Dawson et Johnson, 2018). Si
la vitesse de migration de la planéte est plus rapide que la durée de vie du disque, il est
possible que les interactions entre ces deux objets amenent la planete trop pres de I'étoile
et conduisent a sa destruction. Peu apres la découverte de la premiére HJ, 51 Pegasi b,
par Mayor et Queloz (1995), Linet al. (1996) ont proposé deux mécanismes empéchant
cette derniére de se faire dévorer par son étoile. Le premier mécanisme est un transfert
de moment cinétique entre la planéte et I'étoile. La planéte serait en mesure d'extraire du
moment cinétique de son étoile par les e ets de marées (Trillirgg al., 1998). De plus, il est
possible que la planéte perde de la masse si les forces de marées sont assez importantes pour
amener de la matiere passé le lobe de Roche (Valseathal., 2015). Cette perte de masse
peut ainsi freiner la migration vers l'intérieur du disque. Le deuxieme mécanisme s'appelle
mécanisme de la cavité magnétique (Ricet al., 2008; Changet al., 2010; Fortneyet al.,
2021). Le champ magnétigue de I'étoile creuse une cavité dans la partie interne du disque,
arrétant ainsi la migration lorsque la planéte arrive a cette cavité.

1.1.1.3. Formation par migration par les forces de marées

La derniére théorie de formation des HJs est basée sur la migration de la planete, mais
ici cette migration survient une fois le disque protoplanétaire évaporé. Dans ce processus, les
HJs se forment loin de leur étoile, comme notre propre Jupiter, puis migrent vers l'intérieur.
Cette migration est amorcée par un perturbateur qui réduit le moment cinétique de la HJ
en la lancant sur une orbite ayant une grande excentricité, pres de l'unité (par exemple, HD
80606 b a une excentricité de = 0:93 (Naef et al., 2001) et pourrait étre une HJ dans cette
phase transitoire). Suite a la perturbation, la HJ dissipe son énergie orbitale durant son
passage prés du périapse lorsqu'elle subit d'immenses forces de marée, changeant sa forme
constamment durant cette phase. Au nal, la HJ possede une orbite circulaire, que nous
pouvons calculer facilement:

Apal = Qinitial 1 & (1.2)
oU any et apiar SONt les demi-grands axes naux et initiaux, respectivement (Dawson et
Johnson, 2018).

Encore aujourd'hui, aucune de ces trois théories de formation ne domine. Chaque théorie
a ses forces et faiblesses dans les prédictions des phénomenes observés (Dawson et Johnson,
2018). Ainsi, il est possible que ces trois mécanismes de formation coexistent et dépendent
des conditions dans le disque protoplanétaire.

1.1.2. Structure interne

Jupiter et Saturne sont les deux géantes gazeuses de notre systéme solaire. Bien qu'elles
sont dans un régime plus froid que les HJs, celles-ci nous apporte quand méme d'excellents
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Fig. 1.3. Densite, pression et température en fonction du rayon pour Jupiter (a gauche)
et pour Saturne (a droite). Les premieres lignes verticales pointillées représentent la limite
des noyaux. Les deuxiemes lignes verticales pointillées représentent la limite de la couche
d'hydrogene métallique. Figure adaptée de Kerley (2013).

points de comparaison pour ce qui est de la structure interne, puisque que les mécanismes
de formation sont probablement trés similaires.

1.1.2.1. Structure radiale de Jupiter et Saturne

Jupiter et Saturne possedent des structures internes semblables. Les modéles classiques
de ces géantes gazeuses suggérent qu'un noyau rocheux se trouve en leurs centres, entouré
par une couche de glaces. Autour de ce noyau solide se trouve une enveloppe uide d'hydro-
gene métallique et d'hélium. Cette couche est d'ailleurs le lieu de la génération du champ
magnétique dipolaire par dynamo. Par-dessus, il y a la couche d'’hydrogéne moléculaire ga-
zeux ou les écoulements zonaux sont présents. Il s'agit aussi de la zone qui nous intéressera
le plus au cours de cette thése. Les prols de densité, de pression et de température pour
Jupiter et Saturne sont présentés a la Figure 1.3, en plus des pro Is des concentrations des
principales espéces chimiques a la Figure 1.4. Sur ces gures, nous pouvons bien discerner
ces trois principales couches: les baisses soudaines de densité dans la Figure 1.3 témoignent
de la transition entre le noyau et I'hnydrogene métallique ainsi que la transition de I'hydrogéne
métallique a I'hnydrogene moléculaire, bien que cette transition soit plus subtile pour Jupiter
que pour Saturne.

Toutefois, la sonde spatiale Juno de la NASA est récemment venue bouleverser ce modele
classique. Ce modele considére di érentes couches superposées avec un pro | de température
adiabatique et une distribution de métaux constante dans les di érentes couches (c.f. Figure
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Fig. 1.4. Composition en fonction de la pression pour Jupiter (a gauche) et Saturne (a
droite). Les lignes verticales pointillées représentent les pressions aux noyaux. Figure tirée
de Kerley (2013).

1.4) (Stevenson, 1982; Guillot, 2005; Kerley, 2013). Toutefois, les mesures du champ gravi-
tationnel de Jupiter par Juno suggeérent qu'une quantité de métaux plus élevée que prédit
par le modéle classique se trouve dans les couches internes (Wethal., 2017; Debras et
Chabrier, 2019). Une des hypothéses émises pour réconcilier la théorie avec les observations
est I'érosion du noyau causée par la convection dans la couche d'hydrogéne métallique (Moll
et al., 2017). Cette hypothese est somme toute dicile a conrmer, car cette érosion ne
parvient pas a soutenir la concentration mesurée de métaux dans la couche d’hydrogéne a
long terme (Moll et al., 2017).

1.1.2.2. Structure radiale des Jupiter chaudes

Etant sous une irradiation stellaire 10000 fois plus grande que Jupiter (Fortnest al.,
2021), il est attendu que I'évolution des intérieurs des HJs di ére de celle de Jupiter. En
e et, Guillot et al. (1996) ont suggéré que les HJs possedent des intérieurs beaucoup plus
chauds que celui de Jupiter, réduisant ainsi leur densité et augmentant leur rayon pour une
masse donneée. Par contre, a cause des mécanismes de formation similaires a ceux de Jupiter
et Saturne, la structure générale devrait étre similaire.

Bien que les intérieurs des HJs ne soient pas aussi bien caractérisés que celui de Jupiter, les
pro Is de pression, température, densité et des compositions des di érentes especes chimiques
dans les atmospheres de celles-ci sont mieux compris, grace a la spectroscopie en transmission.
Une grande variété de modeles, 1D, 2D et 3D ont été produits et nous permet de mieux
comprendre la physique dans ces atmospheres. Nous présentons dans la Figure 1.5 les pro Is
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Fig. 1.5. Prols P T enfonction de la distance du Soleil pour un modele 1D pour une atmo-
sphére avec 10 fois la métallicité solaire. Les lignes épaisses signi ent des zones de convection
tandis que les lignes minces représentent les zones radiatives. Les lignes de condensation de

plusieurs especes chimiques sont montrées en tirets en plus des lignes d'abondances égales
en pointillés (CO/CH4 et No/NH 3). Figure tirée de Gaoet al. (2020).

de pression en fonction de la température pour des atmosphéres théoriques a di érentes

distances du Soleil. Les courbes de condensation nous permettent aussi de voir a quels

types de nuages nous pouvons nous attendre pour les planetes a certaines distances de leur
étoile. Encore une fois, il s'agit ici de la zone ou les vents zonaux se développent, il est
donc important de connaitre le prolP T, pour savoir comment |'opacité, la conductivité
électrique, la condensation, etc. se comportent dans cette zone.

Pour les HJs les plus chaudes, un phénoméne de plus se présente, soit l'inversion ther-
mique. Cette inversion thermique est visible dans les couches de basse pression, en haute
atmospheére, et se manifeste par une augmentation rapide de la température dans I'atmo-
sphére. Ces inversions de températures seraient di a l'incapacité des atmosphéres a évacuer
la chaleur accumulée en surface a cause d'opacité accrue par certaines molécules telles que
TiO et VO (Baxter et al., 2020). La Figure 1.6 montre bien la divergence entre les atmo-
sphéres des HJs plus froides de celles ayant des températures plus élevées. En e et, pour ces
modeles, aux alentours de 2000 K a 0.01 bar, les atmospheéres les plus chaudes augmentent
en température en montant dans lI'atmosphére. Notons que la composition de I'atmosphére
a ecte la température ou l'inversion thermique est observée, c.f. Figures 1.5 et 1.6 .
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Fig. 1.6. Prols P T démontrant la présence d'inversion de température dans les atmo-
spheres des HJs les plus chaudes. Les di érents pro Is représentent di érentes températures
d'équilibre, allant de 1000 K a 3000 K. L'étoile de la planéte posséde une température e ec-
tive de 5300 K. Les atmospheres présentées possedent une métallicité solaire. Figure tirée
de Baxter et al. (2020).

1.2. Circulation et vents zonaux

Dans cette section, nous allons introduire d'abord les théories de circulation telles
gu'abordées par Showmaret al. (2010, 2020) (Section 1.2.1). Entre autres, nous allons
parler de I'e et de la rotation et d'autres parameétres sur la circulation sur ces planétes, mais
avant nous avons besoin d'introduire les équations qui dictent la circulation, soit les équa-
tions de Navier-Stokes et d'induction magnétique. En premier lieu, nous allons établir les
équations sous leur forme compléte. En deuxiéme lieu, nous allons simpli er ces equations
dans leur forme primitive résultant d'approximations, ainsi que discuter de leurs avantages
par rapport aux eéquations complétes. Ensuite, nous allons discuter de la physique de la cir-
culation (Section 1.2.2), en particulier I'équilibre énergétique et la dynamique. Nous allons
décrire comment ces théories de circulation s'appliquent sur les planétes gazeuses du sys-
teme solaire, particulierement sur Jupiter et Saturne, puisqu'elles sont nos meilleurs points
de comparaison pour les HJs.



1.2.1. Théories de circulation
1.2.1.1. Equations complétes

L'équation qui dicte I'écoulement de tous les uides Newtoniens s'appelle I'équation de
Navier-Stokes. Une premiere version de cette équation a été écrite par le mathématicien et
ingénieur francais Claude Louis Marie Henri Navier en 1823 et a ensuite été reformulée par
le physicien britannique Georges Gabriel Stokes en 1845. Cette équation, qui est I'analogue
de la deuxieme loi de Newton pour les uides, s'écrit dans sa forme la plus générale comme:

Du 1
— = + = + F- .
Dt r p+r 2 e 3(r u)l F; (1.3)
ou b @
— = —+ 1.4
Dt~ @t = ' (1.4)

est la dérivée lagrangienne, c'est-a-dire la dérivée temporelle tenant compte de l'advection
par le uide. Les autres variables sont dé nies comme: est la densité du uide,u =
u(x;t) est la vitesse du uide a la positionx au tempst, p est la pression, est viscosité
dynamique,e = %[(r u)+(r u)T] et sont les tenseurs de déformation et le tenseur unitaire
respectivement. Ainsi, les accolades dans I'équation (1.3) représentent le tenseur des stress
visqueux. F représente toutes les autres forces qui pourraient agir sur le systeme. Parmi ces
forces additionnelles sur le systéme, les plus souvent considérées sont la force gravitationnelle,
la force de Coriolis ainsi que la force de Lorentz. Nous allons voir plus en détail I'in uence
de ces deux derniéres forces sur les écoulements dans les atmospheres des géantes gazeuses.
Bien sar, I'équation de Navier-Stokes nécessite d'autres équations pour étre un systeme fermé
d'équations. Ces équations sont:

D
— = ; 15
Dt u (1.5)
D 2 1 1
= P w+ = e:ru) 30 u? + =r (KerT)+Q (1.6)
p=p(:T); (1.7)
ou = (T;s) est I'énergie interne par unité de massd, est la température,s est I'entro-

pie par unité de masseK est le coe cient de conduction thermique etQ est le taux de
chau age extérieur par unité de masse. L'équation (1.5) est connue comme étant I'équation
de continuité, et représente la conservation de la masse dans un uide. L'équation (1.6) est
I'équation d'énergie, ou les deux-points signi ent le produit intérieur entre deux tenseurs. La
troisieme équation, (1.7), représente I'équation d'état. En général, I'équation des gaz par-
faits est une bonne approximation. Les équations précédentes sont tirées de Showetaal.
(2010), ou la neutralité du gaz est supposée. Si nous désirons plutét considérer les particules
chargées et la présence d'un champ magnétique, il faut tenir compte de la force de Lorentz



dans I'équation de Navier-Stokes, du chau age ohmique dans I'équation d'énergie et possi-
blement de l'interaction entre les particules chargées dans I'équation d'état dépendamment
du régime.

En tenant compte de la charge des particules, nous entrons ainsi dans le régime de la ma-
gnétohydrodynamique (MHD). Ce régime couple I'équation de Navier-Stokes avec I'équation
d'induction magnétique qui s'écrit comme suit:

@ _

@t
ou B = B(x;t) est le champ magnétique et est la di usivité magnétique (MD). La MD
est inversement proportionnelle a la conductivité électrique:e = 1= o . Nous remarquons
gue I'équation d'induction dépend du champ de vitessas et nous notons que la force de
Lorentz s'exprime commeF geni; = J B, ou J est la densité de courant. Ainsi, les
éguations de Navier-Stokes et d'induction sont couplées par la force de Lorentz et le terme
inductif. Ce couplage bi-directionnel et non linéaire peut donner lieu a des échanges entre
les puits énergétiques, e.g. les ondes d'Alfvén et I'e et dynamo. Plus de détails sur la théorie
sous-jacente aux ondes d'Alfvén seront donnés a la Section 1.3.3.

r(u B r B); (1.8)

1.2.1.2. Equations primitives

Les équations complétes de la section précédente reproduisent tres délement les écoule-
ments, toutefois elles sont lourdes a solutionner numériquement. C'est pourquoi ces équations
sont souvent simpli ées. Les deux approximations nécessaires pour arriver aux équations
dites primitives, sont que I'atmosphere soit trés mince, c'est-a-dire queca 1, ou z est la
hauteur de I'atmosphére et est le rayon de la planéte. La deuxieme approximation suppose
gue l'atmosphére est strati €ée. Plus formellement, cette approximation est valide lorsque
le ratio de Prandtl N?= 2 1, ou N est la frequence de Brunt-Vaisala qui représente la
fréequence d'oscillation d'un élément de uide qui se déplace de facon adiabatique eest
la fréquence de rotation angulaire de la planéte. En l'absence d'un champ magnétique, ces
éguations, telles qu'écrites par Salby (1996), sont:

I;l::r P fk u+F D (1.9
gp: 1 (1.10)

%} ro,ou (1.11)

D= e (112)
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ot- et ' PP ap
Dans le systeme d'équations précédent,= gz est le géopotentiel,g est I'accélération
gravitationnelle qui est considérée comme constante dans l'atmosphekeest le vecteur
unitaire pointant vers la surfacef =2 sin  est le parametre de Coriolist , est le gradient
horizontal sur une surface de pression constant®, = @ p=@dst la vitesse verticale en
coordonnées de pressior; et D sont les sources et les puits de quantité de mouvement
respectivement, = T(pef=p est la température potentielle oup,s est une pression de
reférence et = R=g, avec R la constante des gaz parfaits et, la chaleur spécique a
pression constante,g,e: €st le taux net de chau age diabatique. Ainsi, les terme§& et
D contiennent les termes de di usion visqueuse, la force de Lorentz, etc. Tandis oye:
contient les termes de di usion thermique, le chau age visqueux, chau age de Joule et le
rayonnement thermique. Souvent ces termes sont considérés comme des constantes dans le
systeme ou sont simpli és grandement par rapport a leurs homologues dans les équations
completes. Par exemple, la di usion thermique est souvent représentée par un refroidissement
Newtonien prenant la forme dgTeq; T)= (e.g. Rogers et Komacek, 2014) ouest le temps
caractéristique de di usion thermique. La pressiorm utilisée pour dé nir la hauteur plutdt
guez est typique des études atmosphériques, car elle facilite les comparaisons entre systemes
de di érentes tailles, mais d'intervalles de pression similaires.

(1.13)

1.2.2. Physique de la circulation

Avant de montrer les résultats de simulations numériques a la Section 1.5, nous devons
d'abord introduire les concepts physiques de base an d'étre en mesure de comprendre les
mécanismes des modeéles plus complexes.

1.2.2.1. Equilibre énergétique

La circulation atmosphérique est un grand cycle énergétique. Ce cycle fait intervenir
I'absorption de la radiation stellaire et de I'émission dans l'infrarouge, cet apport énergétique
pouvant ensuite étre converti en énergie cinétique, alimentant les écoulements zonaux, qui
peuvent a leur tour étre transformés en énergie magnétique par induction. L'énergie cinétique
et magnétique peuvent toutefois a leur tour étre transformées en énergie thermique a cause
de la friction et de la dissipation ohmique. Cette énergie thermique peut ensuite engendrer
de la radiation dans l'infrarouge, complétant le cycle (Showmaet al., 2010).

Ainsi, la circulation atmosphérique des géantes gazeuses est un probleme couplant radia-
tion et hydrodynamique. Soit .4, Un temps caractéristique pour l'advection de uide et 5q
un temps caractéristique de radiation. Lorsqueqqg adv, C'est-a-dire lorsque les processus
de radiation sont plus rapides que les processus d'advection, nous nous attendons a ce que
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les proIs de température longitudinaux et latitudinaux soient pres des pro Is a I'équilibre
radiatif. Cet équilibre radiatif impliquerait d'importantes di érences entre les cotés jour et
nuit et entre équateur et péles. Ce n'est pas ce que nous observons sur les planétes géantes
gazeuses du systeme solaire. Lorsqug adv, l'advection domine et homogénéise l'entro-
pie du gaz. Pour les planétes en rotation synchrone, telles que les HJs, nous pouvons dé nir
le temps d'advection horizontal caractéristigue comme:
a

adv U, (1.14)
ou a est le rayon de la planéete etJ est une vitesse horizontale caractéristique. De méme,
Nnous pouvons aussi estimer un temps de radiation caractéristique. Selon Showman et Guillot

(2002) nous avons:

rad ;4? 3 (1.15)

ou p est une couche de pression légérement en dehors de I'équilibre radiatifest la
constante de Stefan-Boltzmann efl est la température radiative a I'équilibre. Pour les
planetes du systéeme solaire, Showmaet al. (2008) ont trouvé que g adv, €n accord
avec les petites variations horizontales en température observées sur ces planetes. Pour les
HJs, nous pouvons estimer que..q adv pour des pressionp 1 bar (1 bar = 1¢° Pa)
tandis que (a4 adv pour des pressiong 1 bar. Ainsi nous nous attendons a voir de
grandes di érences entre les cbtés jour et nuit a basse pression, mais de petites di érences a
haute pression.

1.2.2.2. Equilibre des forces

En plus d'un équilibre énergétique, nous pouvons aussi décrire la circulation atmosphé-
rigue comme un équilibre des forces. C'est bien ce qu'exprime I'équation de Navier-Stokes,
équation (1.3). En faisant une analyse dimensionnelle de I'équation de Navier-Stokes en 'y
incluant la force de Coriolis, il est possible de trouver le nombre de Rossby, dé ni comme:

—_ U .
=
ou L est une longueur caractéristique d'advection. LorsquRo 1, la force de Coriolis
domine sur l'advection. L'autre force étant en mesure d'équilibrer la force de Coriolis est

le gradient de pression, qui estr , en coordonnées de pression. Nous obtenons ainsi
I'équilibre géostrophique: | |

@ ; fv = @ (2.17)
@y, @x

ou x ety sont les coordonnées longitudinales et latitudinales respectivement. Cet équilibre
implique que la circulation se fait sur les isobares, les surfaces de pression égales, et non en
suivant le gradient de pression. Cet équilibre géostrophique caractérise toutes les planetes

Ro (1.16)

fu =
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gazeuses du systeme solaire, puisqu'elles ont toutes une courte période de rotation (< 20 h).
Pour les HJs, leurs écoulements a I'équateur peuvent étre de l'ordre du km's Ainsi,
I'équilibre géostrophique peut étre brisé sur certaines de ces planétes.
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Fig. 1.7. Colonnes de Taylor (a gauche) et cylindres concentriques (a droite). Figure tirée
de Ingersoll et Pollard (1982).

Lorsque I'équilibre entre ces deux forces est rompu, il y a une troisieme force qui entre
en jeu pour retourner a F = 0. Cette force produit une circulation suivant les gradients
de pression. La force de Coriolis agissant sur cette nouvelle circulation tend a rétablir
I'équilibre géostrophique. Ce processus est appelé ajustement géostrophique et se produit
sur des longueurs caractéristiques comparables a la longueur d'onde de Rossby. Pour un
systeme en 3D, cette longueur caractéristique est dé nie comme:

Lp = T; (1.18)

ou N est la fréequence de Brunt-Vaisala eH est I'échelle de hauteur. Ainsi, I'ajustement
géostrophique génére des écoulements aux grandes échelles. De plus, un uide sous I'équilibre
geéostrophique, ayant des isobares et des isopycnes, des surfaces de densité égales, alignées est
un uide dit barotrope. Un tel uide sur une planéte en rotation va avoir une structure des

vents particuliere. En e et, les vents seront con nés dans des colonnes ou les écoulements
ont une vitesse constante. Ces colonnes sont appelées les colonnes de Taylor. Elles sont
paralleles a l'axe de rotation et forment des cylindres concentriques dans les atmospheéres
des planéetes géantes. Une illustration de ce phénoméne est montrée a la Figure 1.7. Il est
aussi possible d'estimer le nombre de cylindres concentriques présents dans l'atmosphére
d'une planéete. En particulier le nombre de jets, puisque nous pouvons relier les deux par la
relation Njet = 2N¢o 1. Le nombre de jets qui devraient étre présents sur une planéete est
donné par: |
2 a
U

1=2

Njet (1.19)
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Cette relation prédit bien le nombre de jets présents sur les planétes gazeuses du systeme
solaire et prédit un a trois jets pour les HJs, en accord avec les simulations numériques (Cho
et al., 2003, 2008; Langton et Laughlin, 2008; Rauscher et Menou, 2012).

Dans le régime des HJs, les champs magnétiques sont beaucoup plus puissants que sur
Jupiter et Saturne (Yadav et Thorngren, 2017; Caulet al., 2019). Ce régime de hautes
températures implique aussi l'ionisation partielle de I'atmosphere. Ainsi, I'atmosphére inter-
agit avec le champ magnétique puissant de la planéte et fait apparaitre la force de Lorentz,
telle que décrite a la Section 1.2.1. L'équilibre entre la force de Coriolis (faible dans les HJs
a cause de longues périodes de rotation), inertielle et le gradient de pression est rompu. Il
faut maintenant considérer la force de Lorentz. Nous pouvons faire le méme type d'analyse
dimensionnelle que pour le nombre de Rossby, mais ici en comparant les e ets magnétiques
et I'advection. Nous introduisons ainsi le nombre de Reynolds magnétique:

— UL-

Rm (1.20)

Le théoreme d'Alfvén stipule que lorsqudRm 1 les lignes de champ magnétique sont
"gelées" dans le uide et se déplacent avec celui-ci. Ce régime est aussi appelé le régime de la
MHD idéale. Par contre, lorsqueRm 1 le terme di usif de I'équation d'induction devient
important et les lignes de champ "glissent" dans le uide. C'est aussi dans ce régime que le
chau age ohmique, devient important et doit étre considéré dans I'équilibre énergétique du
systeme.

1.3. Magnétisme

Dans cette section, nous allons introduire I'origine des champs magnétiques dans les
géantes gazeuses en faisant des liens avec leur formation et leur structure introduites a
la Section 1.1. Nous allons aussi décrire comment ce champ magnétique provenant des
profondeurs de ces planétes peut interagir avec leur atmosphére ainsi que les implications de
telles interactions. Encore une fois, nous allons d'abord introduire le magnétisme de Jupiter
et Saturne pour ensuite transposer ces résultats sur les HJs et discuter des di érences entre
les régimes de basses et hautes températures.

1.3.1. Origines des champs magnétiques
1.3.1.1. Les champs magnétiques sur Jupiter et Saturne

Au cours des années 70, les missions spatiales Pioneer et Voyager ont mesurés le champ
magnétique de Jupiter. DO a leurs brefs passages prés de la géante gazeuse, les données
recueillies ne su saient pas pour établir un pro | complet de la magnétosphére de celle-ci.
Ces mesures étaient cependant su santes pour en déduire un champ dipolaire. Depuis 2016,
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Fig. 1.8. a Composante radiale du champ magnétique mesurée par la sonde spatiale de la
NASA, Juno. b Partie non-dipolaire du champ magnétique radial de Jupiter. Notons que
cette partie non-dipolaire se retrouve presque uniqguement dans I'hémisphere nord, ce qui

di ere des champs magnétiques connus des autres planétes du systeme solaire. Ces mesures
ont été prises a une distance d&9R; de la surface. Figure tirée de Jones (2018), elle-méme
tirée et adaptée de Mooreet al. (2018).

la sonde spatiale Juno de la NASA est en orbite autour de Jupiter et récupére des données
sans précedent de cette planete. En particulier, les mesures de la magnétosphére sont plus
completes: voir la Figure 1.8 pour les résultats. La sonde Juno a bien con rmée un champ
magneétique dipolaire, mais a aussi révélée quelques structures secondaires démontrant des
asymeétries dans le champ.

Le champ magnétique de Jupiter est généré par I'e et inductif des écoulements de I'hy-
drogéne métalligue dans ses couches internes. En e et, la convection dans lintérieur de
Jupiter crée un courant de particules chargées propulsées par la chaleur du noyau due a
la contraction gravitationnelle. Cette convection de particules chargées induit un champ
magneétique a I'échelle globale de la planete. L'hydrogéne est sous forme métallique jusqu'a
environ 0:9 R;, ainsi l'intérieur de Jupiter est un excellent conducteur électrique jusqu'a ce
rayon (Frenchet al., 2012). Au-dela de cette région, I'hydrogéne est sous forme moléculaire
et beaucoup moins conducteur (Wichet al., 2019). La valeur de la conductivité électrique
a l'intérieur de Jupiter est présentée dans la Figure 1.9.

Suite aux passages des missions spatiales Pioneer et Voyager pres de Jupiter, celles-ci
sont ensuite allées étudier Saturne. Ces sondes ont mesuré, tout comme sur Jupiter, un
champ magnétique dipolaire. Plus récemment, la sonde Cassini a aussi e ectué des mesures
du champ magnétiqgue de Saturne, mais cette fois en passant entre les anneaux et la surface
de la planéte. Les résultats de Cassini montrent bien un champ magnétique dipolaire, mais
montrent aussi des contributions quadrupolaire ainsi qu'octupolaires, contribuant a environ
10% du champ global.

Les sondes spatiales Pioneer 11, Voyager 1 et Voyager 2 ont toutes mesuré un champ
magnétique de Saturne aligné avec I'axe de rotation a mieux de La sonde Cassini, quant
a elle, a mesurée une inclinaison du champ magnétique par rapport a I'axe de rotation de
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Fig. 1.9. Panneau supérieur: conductivité électrique de Jupiter en fonction du rayon calcu-
|ée par Frenchet al. (2012) et comparée avec di érents modeles. Panneau inférieur: di usivité
magnétique =1= , (dans ce texte, cette quantité est représentée par la lettre grecque
calculée avec les points noirsab initio) du panneau supérieur. Figure tirée de Frencht al.
(2012).

< 0:06 . Ce résultat vient contester le théoréme anti-dynamo de Cowling (1933). En e et,
puisque le champ magnétique de Saturne, comme celui de Jupiter, est généré par dynamo
dans la couche conductrice et convective composée d'hydrogéne métallique, elle ne respecte
pas ce théoreme. En particulier, ce théoreme stipule qu'un écoulement axisymétrique ne peut
pas produire un champ magnétique axisymeétrique. L'alignement du champ magnétique de
Saturne avec l'axe de rotation signi e qu'il est axisymétrique. Il est cependant possible de
respecter ce théoreme méme avec un champ magnétique axisymétrique, il su t de considérer
I'in uence de la force de Coriolis sur les petites échelles. L'axisymétrie de I'écoulement est
rompue lorsque la turbulence due a la convection et les mouvements cycloniques générés entre
les di érentes bandes de courants par l'instabilité de Kelvin-Helmholtz sont considérés.
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Fig. 1.10. a Estimations des champ magnétiques moyens a la surface de la zone de dynamo
en fonction du rayon de la planeteb Estimation des champ magnétiques dipolaires moyens

a la surface de la planéte. La grosseur des points représente le ux stellaire incident, allant
de2 10 a109ergs?!cm 2 La couleur représente la masse de la planéte. Figure tirée
de Yadav et Thorngren (2017).

1.3.1.2. Les champs magnétiques sur les Jupiter chaudes

En général, un champ magnétique dipolaire géneré par une dynamo, semblable a Jupiter
et Saturne, dans le centre des HJs est supposé. Toutefois, il est beaucoup plus dicile
de mesurer ces champs magnétiques. En général, les champs magnétiques sont estimés a
l'aide de modeles variant en complexité. Un modele analytique simple présenté par Yadav
et Thorngren (2017) donne les résultats présentés a la Figure 1.10. Les champs magnétiques
prédits pour ces HJs varient entre quelgues G jusqu'a 250 G, éclipsant le champ magnétique
de 4.17 G de Jupiter.

Toutefois, une étude a réussi a mesurer indirectement la puissance du champ magnétique
de quatre HJs en observant leurs lignes d'émission Ca Il K, modulées par l'interaction ma-
gnétique entre les planetes et leur étoile (Caulest al., 2019). Nous présentons les résultats
de ces mesures a la Figure 1.11. Ces résultats sont relativement en bon accord avec les
prédictions de Yadav et Thorngren (2017) pour deux des quatre planetes, et un peu moins
pour les deux autres.

1.3.2. Magnétisme dans les atmospheres
1.3.2.1. Dynamos atmosphériques sur Jupiter et Saturne

La dynamo est principalement con née a la couche d'hydrogéne métallique. Toutefois,
il a été proposé par Cao et Stevenson (2017) qu'il pourrait avoir une dynamo secondaire
dans les planetes géantes gazeuses de notre systéme solaire. Cette dynamo secondaire se
trouverait dans la couche d'hydrogéne moléculaire. Siles écoulements zonaux atteignent des
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Fig. 1.11. Champs magnétiques obtenus par Caulegt al. (2019) grace a leur modéle
d'interaction entre étoile et planete basé sur la raie spectrale de Ca Il K versus les valeurs de
champs magnétiques obtenues par Yadav et Thorngren (2017) avec leur modéle analytique.
La ligne grise est la ligne d'équivalence. Jupiter posseéde un champ magnétique de 4.17 G.
Figure adaptée de Caulet al. (2019).

profondeurs signi catives ou la conductivité électrique est su samment élevée, la complexité
des écoulements pourrait induire un champ magneétique. La sonde spatiale Juno a permis de
mesurer |'étendue des écoulements zonaux sur Jupiter (Kagsial., 2018). Ceux-ci s'éten-
draient jusqu'a environ 3000 km de profondeur, correspondant a un rayon @96 R;. Tel

gue présenté a la Figure 1.9, la conductivité électrique est non négligeable a ces profondeurs.
Il est donc encore di cile de déterminer I'amplitude, si non nulle, de cette dynamo secon-
daire dans la couche externe de Jupiter. Ayant des écoulements et une structure similaire a
celle de Jupiter, cette dynamo secondaire pourrait aussi étre présente sur Saturne (Cao et
Stevenson, 2017).

1.3.2.2. Dynamos atmosphériques sur les Jupiter Chaudes

Si les dynamos secondaires dans les atmospheres de Jupiter et Saturne ne sont pas cer-
taines, ce phénomene est trés plausible pour les HJs. Les métaux alcalins sont présents
dans les atmosphéres des HJs, jusqu'a 100 fois la concentration solaire (Welbagtkal.,
2019). Ceux-ci s'ionisent au premier niveau aux températures des atmospheres des HJs.
Conséquemment, les vents zonaux des HJs sont partiellement composés d'ions et d'électrons
libres, sujets a interagir avec le champ magnétique de la planete. Ainsi, les écoulements dans
les HJs sont sujets a se coupler avec le champ magnétique via la force de Lorentz. Grace a
ce couplage, I'énergie cinétique des écoulements de l'ordrekiu s !, peut étre transformée
en énergie magnétique, tel que décrit par I'équation d'induction magnétique. En e et, selon
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les résultats de Rogers et McElwaine (2017), une dynamo secondaire opere bel et bien dans
les atmosphéres des HJs, mais nécessite une température supérieure a 1400 K sur le cote
nuit. Les planetes qui n'atteignent pas cette température ne possédent pas les gradients
nécessaires pour soutenir ce genre de dynamo dans leurs atmosphéres minces. Notons que
la peu de planétes posseédent un c6té nuit aussi chaud (Keatiagal., 2019; Beatty et al.,

2019; Bellet al., 2021). De plus, Rogers et McElwaine (2017) proposent méme que le champ
magnétique a la surface est dominé par le champ induit dans I'atmosphére et non par le
champ généré dans la couche d'hydrogéne métallique, particulierement sur le cété jour ou la
température est maximale.

1.3.3. Ondes d'Alfvén

L'e et dynamo transforme de I'énergie cinétique en énergie magnétique. Il est toutefois
possible de retransformer de cette énergie magnétique en énergie cinétique via la force de
Lorentz. L'interaction entre u et B peut ainsi conduire a des comportements oscillatoires,
soit les ondes d'Alfvén. Les ondes d'Alfvén sont des ondes magnétohydrodynamiques trans-
versales ¢ ? B). Elles agissent de facon analogue & une corde de guitare, ou la tension
magnétique remplace la tension de la corde. Les équations compléetes de Navier-Stokes et de
l'induction magnétique sont dé nies aux équations (1.3) et (1.8) respectivement. Ne consi-
dérant que la force de Lorentz et I'induction magnétique dans les équations du mouvement
et d'induction respectivement, dans un contexte de MHD idéale, nous obtenons le systéme

d'équations suivant:
Du

Dt

%f r (u B); (1.22)
Supposons un uide incompressible, inviscide dans le régime de la MHD idéale (aucune
dissipation) baignant dans un champ magnétique dont les lignes de champs sont perpen-
diculaires a I'écoulement. Nous pouvons alors poser la géométrie suivantes uy(z)% et
B = By« (2)%+ Bo2, ouBj est le champ magnétique de fond, uniforme et constant, tandis que
B« est le champ magnétique induit. Avec cette con guration, que nous allons reconsidérer
dans les Chapitres 3 et 4, nous pouvons obtenir des équations d'ondes:

=J B; (1.21)

@uy _ , @uy
ot = Y gs (1.23)
@By _ , @By,
@% - UA@, (124)

ou up = Bozp ~p est la vitesse d'Alfvén, soit la vitesse a laguelle ces ondes se propagent.
Ces ondes magnétohydrodynamique seront centrales dans les Chapitres suivants.
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1.3.4. Chau age ohmique

Le chau age ohmique provient de la dissipation de la densité de courant electrique sup-
portant le champ magnétique dans 'approximation MHD, représenté par le deuxiéme terme
dans l'équation d'induction magnétique;r ( r  B). Ainsi, le chau age ohmique est
prescris dans I'équation de température par la fonction de chau age ohmique:

= —(r B)% (1.25)
0
Ce chau age ne représente généralement qu'une petite partie du bilan énergétique total
des HJs. Toutefois, tel qu'il sera discuté dans la Section 1.5.3, une faible augmentation
de température saura grandement a ecter la dynamique des atmospheres de ces planétes,
puisque la di usivité magnétique posséde une dépendance exponentielle sur la température.

1.4. Observations

Dans cette section, nous allons entrer dans le vif du sujet des HJs. Nous allons discuter de
l'importance des observations de transits et des courbes de phase et ce que nous pouvons en
tirer comme informations. Nous allons introduire l'impact de la composition chimique dans
les atmosphéres des HJs sur les observations. Non seulement de I'importance de la détection
de certains éléments par spectroscopie, mais aussi comment la composition chimique dans
les atmosphéres peut a ecter la circulation.

1.4.1. Courbes de phase

Comme introduit plus t6t a la Section 1.1, un transit représente la baisse de l'intensité
lumineuse de I'étoile héte lorsqu'une planéte passe entre celle-ci et la Terre. Toutefois,
nous pouvons tirer encore plus d'informations en observant I'étoile héte tout au long de
l'orbite de la planete d'intérét, soit la courbe de phase. La Figure 1.12 montre tous les
phénomeénes que nous pouvons recueillir dans une courbe de phase, dont le transit. Les
courbes de phase sont particulierement utiles pour sonder la structure longitudinale de la
planéte. Par exemple, I'amplitude de la courbe de phase est déterminée par la di érence
de température des di érentes longitudes sondées de la planéte. De plus, cette amplitude
dans la courbe de phase peut dépendre de la longueur d'onde lorsqu'il y a présence de
nuages et/ou d'inhomogénéités longitudinales dans la composition chimique (Parmentier et
Cross eld, 2018).

Les HJs sont d'excellentes cibles pour la caractérisation de leur atmosphere a l'aide
des courbes de phase. Puisqu'elles ont une période orbitale de moins de 10 jours, il est
facile d'obtenir une courbe de phase compléte. Ces courtes périodes orbitales, égales a leurs
périodes de rotation, a cause de la rotation synchrone, signi ent aussi que la force de Coriolis
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Fig. 1.12. Courbe de phase de HD 189733 b observé&:8 m avec le télescope spatial
Spitzer. Le panneau inférieur est une version agrandie du panneau supérieur. Figure tirée
de Parmentier et Cross eld (2018), elle méme adaptée de Knutsen al. (2012).

ne joue pas un rbéle dominant face aux phénomeénes de radiation. Cette faible in uence de
la force de Coriolis sur la dynamique des atmosphéres des HJs fait en sorte que ces planétes
développent certainement des écoulements aux échelles globales (c.f. Section 1.2.2), pouvant
étre observés dans le ux moyen (Showman et Guillot, 2002).

Outre I'amplitude, nous pouvons déduire la profondeur de I'éclipse secondaire, le décalage
entre le maximum de la courbe de phase et I'éclipse secondaire, tel qu'indiqué sur la Figure
1.12. La profondeur de I'éclipse secondaire est une mesure de la luminosité du c6té jour
de la planéte. Le décalage de phase indique la longitude de I'hémisphéere le plus lumineux,
gue nous pouvons aussi interpréter comme une mesure du déplacement du point chaud par
rapport au point substellaire. Si ce décalage est nul, cela signi e que la planéte posséde
un point chaud au point substellaire. Toutefois, une planete qui est plus lumineuse a l'est
de son point substellaire montrera un maximum avant |'éclipse secondaire, et un décalage
positif par dé nition. Une planete plus lumineuse a I'ouest de son point substellaire aura
un maximum dans sa courbe de phase apres I'éclipse secondaire, résultant en un décalage
négatif. Par exemple, la courbe de phase de HD 189733 b montre un point chaud a I'est du
point substellaire a la Figure 1.12. Ce décalage est un indicateur de la puissance des vents
zonaux présents sur ces planetes, mais surtout du ratiQq= aqy.
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Fig. 1.13. Spectre approximatif de quelques planetes du systéme solaire vues d'une distance
de 33 années lumieres. Le Soleil est représenté par un corps noir a 5750 K. Les planetes
Jupiter, Venus, Terre et Mars sont représentées par leur initiale en anglais. Figure tirée de
Seager (2010).

Nous devons toutefois tenir compte de la longueur d'onde a laquelle ces courbes de phase
sont reconstruites. Par exemple, dans les longueurs d'onde du visible, la luminosité des HJs
est souvent dominée par la lumiere re étée provenant de son étoile. Cette ré exion est due
a l'albédo de la planéte. Ainsi, observer une planete dans le visible nous permet de sonder
l'albédo de celle-ci. Plus loin dans le spectre, dans l'infrarouge, la luminosité de la planéte
est dominée par I'émission thermique dont les implications ont déja été discutées au début de
cette section. La Figure 1.13 montre un exemple d'un spectre de HJ dominé par I'émission
thermique, mais ou la partie ré échie est encore considérable dans le visible.

De plus, comme le montre la Figure 1.14, des raies d'absorption et d'émission peuvent
étre présentes dans le spectre. Ainsi, lorsqu'une courbe de phase est prise a l'intérieur d'une
raie d'absorption, elle sonde les basses pressions, tandis qu'a I'extérieur des raies, la courbe
de phase sonde les profondeurs (Showmainal., 2009; Katariaet al., 2016; Bergeron, 2020).
Avec une multitude de courbes de phase a di érentes longueurs d'onde, nous sommes donc
en mesure de sonder di érentes couches dans l'atmosphére des HJs, ou la dynamique peut
étre bien di érente d'une couche a l'autre.
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Fig. 1.14. Exemple d'un spectre approximatif d'une planete hypothétique ayant une tem-
pérature e ective de 145 K. Le spectre va de l'ultraviolet jusqu'a l'infrarouge lointain. Dans
les longueurs d'onde plus courtes, il s'agit du spectre ré échi de I'étoile. Dans les longueurs
d'onde plus grandes, il s'agit de I'émission thermique de la planéte qui domine le spectre.
Des lignes d'absorption peuvent étre visibles partout dans le spectre, tandis que les lignes
d'émission sont contraintes dans l'infrarouge, ou I'émission thermique domine. Figure tirée
de de Pater et Lissauer (2015).

1.4.2. Chimie dans les atmospheres

L'équilibre chimique, tout comme le pro| de température a I'équilibre, présente des
variations horizontales et verticales. Toutefois, la circulation atmosphérique peut rompre
I'équilibre chimique (Cooper et Showman, 2006; Visscher et Moses, 2011). Sur les planétes
les plus chaudes, certaines molécules peuvent se dissocier thermiquement (e.g. Parmentier et
Cross eld, 2018) ou encore par photodissociation (e.g. Seager, 2010) sur le c6té jour, mais se
recombinent sur le c6té nuit, ou les températures sont plus faibles. En plus de la dissociation,

il est aussi possible pour certaines molécules de se condenser sur le cété nuit, mais d'étre
sous forme gazeuse sur le coté jour (Parmentiet al., 2013). Etant donné que les vents
zonaux sont majoritairement vers l'est, il est possible que certains nuages formeés sur le coté
nuit se fassent advecter sur le coté jour a I'ouest (ou l'inverse pour les planétes ayant des
vents zonaux vers l'ouest). Ainsi, ces nuages peuvent dominer la courbe de phase dans les
longueurs d'onde dans le visible grace a la lumiere ré échie (Demayal., 2013). Ceci peut
causer comme e et d'avoir un maximum dans la courbe de phase aprées I'éclipse secondaire,
ce qui est contraire aux attentes en omettant la présence de nuages (e.g. édwal., 2015;
Garcia Munoz et Isaak, 2015; Webbeet al., 2015).
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1.4.3. Abondances des éléments

Grace a la spectroscopie, nous sommes en mesure d'identi er et de quanti er 'abondance
de certains éléments. En e et, particulierement durant le transit ou les photons de ['étoile
passent directement a travers I'atmosphére mince de la planéte, il est possible d'observer le
spectre de l'atmosphére des HJs. Bien qu'il y ait une panoplie d'études qui aient détecté,
parfois méme mesuré I'abondance de certains éléments, nous allons nous concentrer sur une
étude pour cette section.

L'étude qui nous intéresse pour ce texte est celle de Welbardsal. (2019). Dans cette
étude, I'abondance de l'eau H,0), du sodium (Na) ainsi que du potassium (K) ont été
rapportées pour 19 planétes, dont plusieurs HJs (voir le Tableau 1.1). Au nal, Welbanks
et al. (2019) ont con rmé 6 planetes présentant une forte détection de sodium et de potassium
et 14 d'eau. Comme mentionné dans la Section 1.3.2, la présence d'alcalins, soit le sodium
et le potassium, peut jouer un réle important dans la dynamique des vents zonaux puisque
ceux-ci peuvent augmenter la conductivité électrique du uide rapidement, interagissant avec
le champ magnétique généré en profondeur. Ces métaux alcalins joueront un réle important
dans les chapitres a venir.

# Nom de la planete| My;(M;) Teq (K) 109(Xn,0) IDh,0 100(Xna) Dna 109(Xk)  IDk
1 K2-18b 0.03 290 -2.36;7f 3.26 N/A  N/A N/A  N/A

2 GJ3470b 0.04 693  -2.89% 3.75 N/A  N/A N/A  N/A

3 HAT-P-26b 0.06 994  -1.893% 861 -9.087% N/A -10.56"4% N/A
4 HAT-P-11b 0.07 831 -3.68)% 412 -9.362% N/A -9.80"4% N/A
5 WASP-107b 0.12 740 -2.8%% 5.70 N/A  NA NA NA

6 WASP-127b 0.18 1400 -2.1%%% 2.07 -2.19%81 366 -2.89%%0 4.77
7 HAT-P-12b 0.21 960 -5.70y%2 157 -8.9793 N/A -8.33'%3 N/A
8 WASP-39b 0.28 1120 -0.6%i3 8.92 -3.62%% 3.83 -562%3 2.37
9 WASP-31b 0.48 1580 -4.55;17 1.65 -8.085% N/A -3.48'.3% 289
10 WASP-96b 0.48 1285 -4.9%25 1.61 -5.26%% 5.16 -9.27%3 N/A
11 WASP-6b 0.50 1150 -8.1%352 N/A -8.25'3%1% N/A -3.22"%2% 255
12 WASP-17b 0.51 1740 -3.8427 3.36 -8.65Y%% 1.09 -9.62%1% N/A
13 HAT-P-1b 0.53 1320 -25%8% 317 -858,2% 1.32 -8.93%3% N/A
14 HD 209458b 0.69 1450 -45%83% 6.80 -5.47%5% 6.77 -7.00%3%5 3.90
15  HD 189733b 1.14 1200 -4.6835 5.26 -4.19%% 551 -554%%0 3.34
16 WASP-19b 1.14 2050 -3.4%% 712 51143 3.48 -10.85433 N/A
17 WASP-12b 1.40 2510 -3.2%35 5.41 -6.64%% 158 -8.94%35 N/A
18 WASP-43b 2.03 1440 -3.683232 331 -6.95%2 N/A -7.50"%2 N/A
19 WASP-33b 2.10 2700 -6.6812 1.29 -8.983% N/A -6.77'3% N/A

Tableau 1.1. Propriétés de 19 exoplanetes et les abondances déduitesHd®, Na et K.
L'importance de la détection (ID) est incluse pour chaque molécule. N/A signie que le
modele sans l'espece chimique était le plus probable. Dans le cas de WASP-43Db, il est
simplement impossible de déterminer I'D a cause du manque de données dans le visible.
Tableau adapté de Welbank®t al. (2019).
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Fig. 1.15. (a) Fraction d'ionisation en fonction de la température d'un uide ayant les
abondances d'éléments du Soleil, de I'nydrogéne au Nickel, a une densité de 0.001 k§ m
(b) Taux de contribution de chaque éléments a la fraction d'ionisation totale en fonction de
la température.

Il est possible de quanti er I'impact de ces métaux alcalins. A la Figure 1.15 (a), la
fraction d'ionisation est présentée. Sa croissance rapide avec la température y est bien visible,
augmentant de pres de 3 ordres de grandeurs entre 1000 et 1500 K, les températures d'intérét
pour les HJs. La dominance de la contribution des métaux alcalins sur l'ionisation du gaz est
démontrée au panneau (b). En e et, pour les températures d'intérét, le potassium domine la
fraction d'ionisation en contribuant a plus de 70%, le reste est principalement d( au sodium.
Des traces d'électrons proviennent du calcium et de I'aluminium, mais ne contribuent pas de
facon signi cative avant 2500 K, trop chaud pour les HJs qui nous intéressent.

1.5. Modélisation

Dans cette section, nous allons présenter trois modeles numériques d'atmospheres de
HJs, ainsi que les résultats importants provenant de leurs analyses. Nous estimons que ces
modeles couvrent une majorité des aspects importants présentés lors de ce texte. Nous allons
commencer par présenter un modéle hydrodynamique (HD) qui inclut le transfert radiatif
(Rauscher et Menou, 2012). Ensuite, un modele magnétohydrodynamique sera présenté
(Rogers, 2017). En terminant, nous présenterons les travaux de Menou (2012b) qui introduit
I'instabilité thermorésistive (TRI) dans I'atmosphere des HJs, aspect crucial tout au long de
cette these.
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1.5.1. Modélisation hydrodynamique et radiative

Le modele HD de Rauscher et Menou (2012) considere le transfert radiatif a I'aide de
I'approximation de I'atmosphere grise dit double, car la radiation dans l'infrarouge et dans
le visible sont séparées et traitées de facon indépendante. Ils considerent un coe cient
d'absorption constant dans les longueurs d'onde visibles, mais un coe cient d'absorption
qui suit une loi de puissance dans l'infrarouge. Les équations HD résolues dans ce modele
sont les équations primitives (c.f Section 1.2.1).

1.5.1.1. Le modéle

La principale source d'énergie dans les atmospheres des HJs est l'irradiation stellaire.
Cette irradiation est principalement recue dans le visible. Cette €nergie est ensuite réémise a
travers I'atmosphere dans l'infrarouge. Ainsi, Rauscher et Menou (2012) considérent que les
photons dans le visible ne peuvent que descendre dans I'atmosphére et ceux dans l'infrarouge
sont émis isotropiqguement. Le ux incident a chaque point du haut de I'atmosphére sur le
c6té jour est dé ni comme:

F(; )=(@ A)FjncCcos cos; (1.26)

ou estlalatitude, lalongitude, Fi,. estle ux stellaire incident et A est I'albédo de Bond.
Le ux incident sur le c6té nuit est nul: F = 0. Ainsi, Rauscher et Menou (2012) dé nissent

le ux descendant dans le visible comme: '

1
Fmis = (1 A) 2Finc exp 7 visdu

1‘ S (1.27)

=@ A) oFicexp ——2P ;

?
ou ,=cC0S COS, .s estlopacité constante dans le visible edlu = dz. Ne considérant
pas de nuages, il n'y a pas de ré exion dans le visible a la surface, aiRsjs = 0. Pour
le ux dans l'infrarouge, la condition en surface par dé nition estFyr (P = 0) = 0 et en
profondeur il s'agit du ux provenant de l'intérieur F-r(P = Pg) = T, ou T} est la
température intérieure. Le ux infrarouge gllans I'atmosphere est ainsi donné par I'équation:

#1
1:66 daT 4
Foaur(P) = 1 e — daP ———dP; 1.28
#Rr (P) Xp g IR dp ( )
ou 1.66 est le facteur de di usion standard, g = |r.0(P=PRef) , avec lindice d'absorption

dans l'infrarouge de la loi de puissance. Les intégrales commenceift & Py jusqu'aP = P
pour le ux montant et commencent aP =0 jusqu'a P = P pour le ux descendant.
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Fig. 1.16. ProIs de pression en fonction de la température pour chaque longitudes a I'équa-
teur. La ligne pointillée et la ligne en tirets donnent les pro Is aux deux podles (elles sont une
par dessus l'autre). Les lignes noires pleines représentent les pro Is analytiques pour le point
substellaire et pour le coté nuit s'ils étaient en équilibre radiatif. Figure tirée de Rauscher
et Menou (2012).

1.5.1.2. Résultats

Nous allons nous concentrer sur les résultats du modele de base, puisque les autres mo-
déles présentés dans l'article ne font qu'ajouter une résistance magnétique qui sera vue plus
en détails dans le modele de Rogers (2017). La premiere gure importante dans l'article
est présentée a la Figure 1.16. Les proIs de pression en fonction de la température y sont
tracés. Nous remarquons, tel qu'attendu (c.f. Section 1.2.2.1), une grande di érence entre
les températures en haute atmosphere, mais trés peu en profondeur.

Rauscher et Menou (2012) présentent ensuite les vents zonaux moyennés sur les longitudes
en fonction de la latitude et de la pression. Un jet en superrotation y est visible a la Figure
1.17, prédit par les modéles purement hydrodynamiques (e.g. Showman et Polvani, 2011).
Nous remargquons aussi qu'il y a trois jets, en accord avec les prédictions de la Section 1.2.2.2.
De plus, nous notons que la vitesse du jet en superrotation dépasse 2 krh s

Le dernier résultat de Rauscher et Menou (2012) que nous souhaitons présenter est a la
Figure 1.18. Celle-ci représente la température et le champ des vitesses a la photosphere
infrarouge. Encore une fois, les résultats présentés sont en accord avec la structure typique
des atmospheres des HJs. En e et, nous remarquons un grand gradient de température entre
le c6té jour et le cbté nuit et les vents zonaux intenses ont advecté le point chaud a I'est du
point substellaire.
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Fig. 1.17. Vents zonaux moyennés em s ! en fonction de la latitude et de la pression.
La ligne jaune représente la délimitation entre les vents vers l'est et les vents vers I'ouest.

Au centre se trouve un jet en superrotation, tel qu'attendu pour les HJs. Figure tirée de
Rauscher et Menou (2012).

Ainsi, ce modéle par Rauscher et Menou (2012) nous informe sur la structure de vents
zonaux et de la température et des ux radiatifs en plus d'autres quantités que nous n‘avons
pas présentées ici. Rauscher et Menou (2012) concluent qu'ils sont en mesure de prédire le
ux infrarouge émis par la planéte que nous pourrions observer de maniére autocohérente.

1.5.2. Modélisation magnétohydrodynamique

Le deuxieme modéle que nous présentons a été développé par Rogers (2017). Dans ce
modele MHD, elle montre comment les e ets magnétiques peuvent in uencer les écoulements
zonaux et comment cette in uence ne devrait pas étre limitée a une simple trainée magnétique
comme traitée dans Rauscher et Menou (2012). Les observations de HAT-P-7 b e ectuées
par Armstrong et al. (2016) montrent que le point chaud varie de facon signi cative en
fonction du temps. Cette variation témoigne que les vents zonaux varient eux aussi. Ainsi,
Rogers (2017) montre que des simulations MHD peuvent expliquer cette variabilité.
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Fig. 1.18. Photosphere dans l'infrarouge en projection cylindrique. Le point substellaire
est au centre de la gure. La température est représentée par I'échelle de couleur en K et
les eches représentent le champ de vecteur des vitesses. Figure tirée de Rauscher et Menou
(2012).

1.5.2.1. Le modele

Dans ce modele, Rogers (2017) solutionne les équations de la MHD en trois dimensions
dans la géométrie sphérique sous l'approximation anélastiqu&ette approximation consiste
a considérer des variations spatiales dans la densité de référencd,es equations, telles que
présentées dans l'article, sont:

r (u)=0 (1.29)
r B=0 (2.30)
@+ rr-(uuw)=r p gof+2 u
ot 1 1 (1.31)
+r 2 (¢ Z(r uwl) +—(r B) B
.. .3 0
@T @
—+(u r)T= u — ( 1Th +( DThu
@ @ (1.32)

#
@T_'_Teq T+

+  r?T+(h +h)—
( )@r rad 0Cp

jr  Bj%

2L'approximation anélastique est plus générale que I'approximation de Boussineq. Cette derniére consi-
dere la densité constante dans le domaine, donc un uide incompressible, sauf dans la force de ottaison.
L'approximation anélastique considére des variations de densité dans le domaine.
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L'équation 1.29 représente I'équation de continuité dans l'approximation anélastique. L'équa-
tion 1.30 représente la conservation du ux magnétique. L'équation 1.31 représente I'équa-
tion de Navier-Stokes en considérant la force de Coriolis, la viscosité et la force de Lorentz,
avece représentant le tenseur du taux de déformation. L'équation 1.32 représente I'équation
d'énergie sous forme d'une équation de température. Dans cette derniére équatiorest
la di usivité thermique, h et h sont les inverses des hauteurs d'échelle de la densité et
de la di usivité thermique respectivement. Nous remarquons aussi que la température de
référencel = T(r).
Rogers (2017) dé nit la di usivité magnétique comme une fonction de tout I'espace:
(r; )=+ An; ) (1.33)

Ainsi, I'équation d'induction s'écrit:

@

— = u B %

et " |

La température a I'équilibre est dé nie comme:

B) r (r B): (1.34)

Teg(r;; )= T(r)+ Tey(r)cos cos; (1.35)

ou Teq est la di erence en température entre cote jour et le coté nuit. Avec cette derniere
éguation, la di usivité magnétique est calculée comme:
P37
cm? s b (1.36)

e
ol . est la fraction d'ionisation calculée avec I'équation de Saha. Il s'agit ainsi d'un modéle
fortement couplé.

(r;; )=230

1.5.2.2. Résultats

Les résultats les plus importants du travail de Rogers (2017) sont présentés a la Figure
1.19. Initialement, le modele est en régime HD seulement, a n de laisser le systeme atteindre
un état statistiquement stationnaire. Lorsque le champ magnétique est ajouté a la simulation,
les vents zonaux diminuent trés rapidement et prennent un certain temps avant d'entrer
dans un état oscillatoire avec une période semblable au temps d'Alfvén du systéme. Le
déplacement du point chaud entreprend une transition similaire a celle des vents zonaux.
Ces oscillations Alfvéniques seront au c+ur des analyses des Chapitres 2 a 5. En e et,
ce type d'oscillations MHD se retrouva dans nos modeles et sera important quant a nos
prédictions observationnelles.

Avec ce modele, Rogers (2017) a su faire varier la force du champ magnétique pour
estimer celui-ci sur HAT-P-7 b. Elle estime que la valeur de ce champ se situe entre 3 G et
10 G. Elle a aussi établi, a I'aide d'une analyse d'échelle de temps, que le champ magnétique
de cette planete devrait étre de I'ordre de 6 G, en accord avec ses simulations MHD.
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Fig. 1.19. (a) Vent zonal moyen pres de I'équateur en fonction du temps. La ligne pointillée
représente le modele HD tandis que la ligne pleine représente le modéle MHD. (b) Déplace-
ment du point chaud en fonction du temps. Figure tirée de Rogers (2017).

1.5.3. Instabilité de Menou

Le troisieme modele que nous nous devons d'introduire, est celui de Menou (2012b),
car les résultats qui y sont présentés sont précurseurs a cette these. C'est dans cet article
scienti que que l'instabilité thermorésistive dans I'atmosphere des HJs est identi ée et décrite
pour la premiére fois.

Menou (2012b) considére un vent zonal de vitesse constante et partiellement ionisé se
déplacant dans un champ magnétique, aussi constant. Avec ces hypotheses, I'équation de
température se reduit a:

@T_ T To, (VO

@t rad drang1

oU 4rag €5t I'échelle de temps de la trainée magnétique, qui est égale;@g = o =B 2, et

=0:023 T= . m?s ! La vitesse du vent zonal sous I'in uence de trainé&/?, est évaluée
par I'équation suivante:

(1.37)

Vv

vd = ;
1 + ns(Rp: dragv )ne

(1.38)
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Fig. 1.20. Domaines de l'instabilité thermorésistive. Les lignes noires représentent des pro-
Is de températures du cété jour de Jupiter chaudes ayant di érentes températures d'équi-
libre. La région d'instabilité en rouge a les parametre¥ =7 kms t et B = 40 G. Les
parameétres de la région verte sonly =7 kms ! et B =10 G. Finalement, les paramétres
de la région bleue sonty =10 km s ' et B = 3 G. Les trois régions ontng = ne = 1.
Figure tirée de Menou (2012b).

ouV est la valeur du vent sans trainéeR,, est le rayon planétairens et ne (= 1 par défaut)
sont des parametres sans dimension qui contrélent la transition entre les régimes de faible et
forte trainée. Le premier terme de droite de I'équation de température, le terme de di usion
thermique, cherche a ramener le systéme a sa température d'équilibre. Le deuxieme terme
de droite, le chau age ohmique, cherche a augmenter la température du systéeme. |l est
usuel de supposer que le terme de di usion est en mesure de permettre un certain équilibre
dans I'équation, empéchant un chau age trop élevé. Toutefois, lorsque que le systéme est
chau é, la di usivité magnétique diminue de facon exponentielle. Cette diminution expo-
nentielle de la di usivité peut submerger la di usion thermique par le chau age ohmique,
entrainant le systeme dans un emballement thermique. Ce phénomene est l'instabilité ther-
morésistive au c+ur de Menou (2012b) et de cette these. Avec ce modele, Menou (2012b) a
identi &€ des régions susceptibles a l'instabilité thermorésistive. Ces régions, identi ées a la
Figure 1.20, possedent di érents parametres d'entrée. Nous allons reconsidérer cette Figure
au Chapitre 2. Ainsi, une telle instabilité thermorésistive peut a ecter les écoulements et
I'émission thermique des HJs, le tout possiblement observable.
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Fig. 1.21. Fonctionnement du cycle de l'instabilité thermorésistive.

1.6. Structure de la these

L'objectif général de cette these est d'étudier l'instabilité thermorésistive dans les atmo-
sphéres des Jupiters chaudes en y ajoutant son impact sur la dynamique de I'écoulement
zonal et du champ magnétique. Nous présenterons aussi des prédictions quantitatives ob-
servables sur le déplacement du point chaud, ainsi que sur les variations temporelles du ux
thermique a la surface des HJs. Ce type d'instabilité, amenée de I'avant par Menou (2012b),
opere dans un régime de température ou le gaz est partiellement ionisé. La Figure 1.21
schématise le fonctionnement du cycle de l'instabilité thermorésistive.

Dans le Chapitre 2, une version de l'instabilité thermorésistive incluant la rétroaction
dynamiqgue du champ magnétique sur I'écoulement zonal est étudiée dans le cadre d'un mo-
dele local (OD). Ce modéle permet d'établir les régions des atmosphéres des Jupiter chaudes
susceptibles a cette instabilité, ainsi qu'établir les périodes de récurrence de celle-ci. Ce mo-
dele permet aussi d'identi er di érents régimes de solutions; état stationnaire, oscillations
Alfvéniques, ainsi qu'un régime de sursauts.

Le Chapitre 3 présente un deuxieme modele, cette fois en une dimension spatiale; la
profondeur dans I'atmosphere. L'ajout d'une dimension permet de déterminer l'impact de
l'instabilité sur les couches atmosphériques due a l'instabilité et comment celles-ci inter-
agissent entre elles suivant les sursauts.

Le Chapitre 4 batit sur le modele du Chapitre 3 en présentant un modele pseudo 2D,
ou I'équation de la température est exprimée en termes d'un développement longitudinal
tronqué. Ce code pseudo 2D permet de suivre I'évolution du point chaud des atmosphéres
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simulées, ainsi que de mesurer le ux thermique a la couche externe, deux quantités obser-
vables par les télescopes modernes.

Au Chapitre 5, le modele local du Chapitre 2 est de retour a I'étude. Nous y avons identi €
des comportements chaotiques dans certaines régions de l'espace des paramétres. Nous
présentons aussi une analyse de stabilité du systeme a n d'approfondir notre compréhension
sur celui-ci.

Les travaux de recherches présentés aux Chapitres 2, 3 et 4 ont été présentés durant les
rencontres annuelles du Centre de Recherche en Astrophysique 2022, 2023 et 2024 respec-
tivement. De plus, les résultats du Chapitre 4 ont aussi été partages lors de la conférence
internationale Exoplanets 5en juin 2024 a Leyde, aux Pays-Bas sous forme d'a che scien-
tique. Nous souhaitons remercier UdeM International pour leur contribution qui a rendu
ce projet en Europe possible. Nous remercions également le département de physique ainsi
gue la faculté des études supérieures et postdoctorales pour leur généreux soutien nancier.
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Chapitre 2. Premier article

Variability from Thermoresistive Instability
In the Atmospheres of Hot Jupiters

par

Raphaél Hardy-?, Andrew Cumming?, and Paul Charbonneati

(*) Département de Physique, Université de Montréal, Montréal, QC, H3C 3J7, Canada

() Department of Physics and McGill Space Institute, McGill University, Montréal, QC, H3A
278, Canada

Cet article a été publié dansThe Astrophysical Journalle 29 novembre 2022.

Les principales contributions de Raphaél Hardy a cet article sont exécuter les simulations
du modele local, générer et analyser les données, produire les gures, ainsi que la rédaction
de la majorité du manuscrit. Andrew Cumming est l'auteur du modele local utilisé dans
cet article. Il a dérivé les équations pour l'analyse de stabilité, ainsi que les équations pour
I'application aux Jupiter chaudes et il a écrit le texte discutant de ces équations. Paul
Charbonneau a conseillé durant la dérivation du modeéle ainsi que la rédaction du manuscrit.



Résumé.

Les atmosphéres des Jupiter chaudes pourraient soutenir une instabilité thermorésistive.
Cette instabilité se produit lorsque la conductivité électrique augmente avec la température,
menant a un emballement thermique. Dans cet article, nous introduisons un modele simpli-
€ de la dynamique locale dans la région équatoriale d'une Jupiter chaude. Nous prenons
en compte la réaction de I'écoulement zonal face a l'augmentation de la conductivité élec-
trique, qui méne au gel des lignes de champs magnétiques et au ralentissement soudain de
I'écoulement et du chau age ohmique. Nous présentons un nouveau type de solution dépen-
dante du temps (oscillatoire), qui émerge de la dépendance temporelle de la conductivité
électrique, tandis qu'une conductivité constante mene toujours a un état stationnaire. Le
cycle périodique commence par un sursaut d'ondes d'Alfvén, séparées par des périodes quasi
stationnaires de croissance. Ce cycle est caractérisé par un nombre de Reynolds magnétique
oscillant a des valeurs supérieures a 1 durant la phase oscillatoire et plus petit que 1 durant
la phase de croissance. Nous identi ons les intervalles de pression et température dans les
atmospheres planétaires dans lesquelles l'instabilité opére. Pour des valeurs typiques d'accé-
lération a I'équateur de modéles plus complets, nous trouvons que l'instabilité prospére a des
pressions de l'ordre de 0:1 1 bar et des températures de 1300 1800 K pour des champs
magnétiques de I'ordre de 10 G. Contrairement aux études antérieures, qui se basent sur
une vitesse constante du vent zonal, nous trouvons que l'instabilité est plus susceptible pour
des champs magnétiques plus faibles. Nos résultats supportent que la variabilité devrait
étre une caractéristique des atmosphéres de Jupiter chaudes magnétisées pour des tempéra-
tures intermédiaires. L'évolution temporelle de la conductivité électrique en fonction de la
température se pose comme un aspect important a intégrer dans les futurs modéles MHD
de Jupiter chaudes.

Mots clés : Dynamique de uides astrophysiques Magnétohydrodynamique Variabilité
atmosphérique d'exoplanetes Dynamique atmosphérique d'exoplanétes
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Abstract.

The atmosphere of a hot Jupiter may be subject to a thermoresistive instability, in which
the increasing electrical conductivity with temperature leads to runaway ohmic heating. We
introduce a simpli ed model of the local dynamics in the equatorial region of a hot Jupiter
that incorporates the back reaction on the atmospheric ow as the increasing electrical con-
ductivity leads to ux freezing, which in turn quenches the ow and therefore the ohmic
heating. We demonstrate a new time-dependent solution that emerges for a temperature-
dependent electrical conductivity (whereas a temperature-independent conductivity always
evolves to a steady state). The periodic cycle consists of bursts of Alfvén oscillations sepa-
rated by quiescent intervals, with the magnetic Reynolds number alternating between values
smaller than and larger than unity, maintaining the oscillation. We investigate the regions
of pressure and temperature in which the instability operates. For the typical equatorial
accelerations seen in atmospheric models, we nd instability at pressures 0:1 1 bar and
temperatures 1300 1800 K for magnetic elds 10 G. Unlike previous studies based on
a constant wind velocity, we nd that the instability is stronger for weaker magnetic elds.
Our results add support to the idea that variability should be a feature of magnetized hot
Jupiter atmospheres, particularly at intermediate temperatures. The temperature depen-
dence of the electrical conductivity is an important ingredient that should be included in
MHD models of hot Jupiter atmospheric dynamics.

Keywords:  Astrophysical uid dynamics Magnetohydrodynamics Exoplanet atmo-
spheric variability Exoplanet atmospheric dynamics
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2.1. Introduction

Extreme irradiation from their host stars and tidally locked orbits make for interesting
dynamics in hot Jupiters' (HJs) atmospheres. The temperature gradient creates a dayside
to nightside ow (Komacek et Showman, 2016), contributing to the driving of equatorial
superrotation (Showman et Polvani, 2011; Read et Lebonnois, 2018; Imamwiaal., 2020).
These strong zonal ows displace the hottest part of the surface away from the substellar
point. The equatorial superrotation usually leads to eastwards displacement of the hot spot
(Showman et Guillot, 2002; Cooper et Showman, 2005; Showmenal., 2009; Rauscher et
Menou, 2010; Katariaet al.,, 2016). However, in some HJs, westward displacements and
variability have been observed (Armstronget al., 2016; Danget al., 2018; Bellet al., 2019;
Jacksonet al., 2019; von Essert al., 2020).

One explanation for the westward displacements of the hot spot and variability involves
magnetohydrodynamical (MHD) e ects that reverse the direction of the atmospheric ow
(Rogers et Komacek, 2014; Rogers, 2017; Hindd¢ al., 2019, 2021a,b). Magnetic e ects
are expected to be important in HJ atmospheres (Rogers et Komacek, 2014) because the
high temperatures lead to partial ionization of the atmosphere, in particular of alkali metals
(Perna et al., 2010a; Batygin et Stevenson, 2010). Magnetic elds have two e ects: they
can lead to dissipation through ohmic losses, and they can change the dynamics through
J B forces. Simulations have tended to focus on magnetic drag and the associated dis-
sipation, adding a drag term to the momentum equation (Pernat al., 2010a) that can
signi cantly slow the atmospheric ow (e.g., Beltzet al. 2022), as well as heating the atmo-
sphere (e.g., Batygin et Stevenson 2010). This is appropriate at a low magnetic Reynolds
number (lower temperatures), where ux freezing does not hold and ohmic dissipation dom-
inates advection. Rogers et Komacek (2014) included the full dynamics by solving the MHD
equations directly, and found that at higher magnetic Reynolds numbers (temperatures),
magnetic forces can lead to time variability, including oscillatory ows, and ow reversals
(westward ow). Rogers (2017) and Hindleet al. (2021a) used these results to derive limits
on the magnetic eld strength in several HJs.

In this Paper, we demonstrate an additional source of variability coming from the tem-
perature dependence of the electrical conductivity, which leads to a temporal variation of
the electrical conductivity as the temperature changes over time. Menou (2012b) pointed
out that the strong increase of the electrical conductivity with temperature allows the de-
velopment of a thermoresistive instability (TRI). A small increase in temperature leads
to increased electrical conductivity, larger induced currents, and therefore enhanced ohmic
heating that further increases the temperature, thus yielding a positive feedback. Describ-
ing the ow dynamics with a parameterized magnetic drag law, Menou (2012b) found local
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instability at pressures 3 300 mbar magnetic eld strengthsB 10 G, and tempera-
tures for which the magnetic drag is weak enough to allow 10 km s zonal wind speeds.
Global simulations that include magnetic e ects have generally not included a time depen-
dent electrical conductivity. Rauscher et Menou (2013) and Beltet al. (2022) did include a
temperature-dependent magnetic drag force, but none of the studies that solve the full MHD
equations included a time dependent conductivity.

In this Paper, we introduce a simplied model to explore the interplay between the
dynamical e ect of the magnetic eld and the changes in electrical conductivity over time
as temperature evolves. We nd a dynamical version of the local TRI identi ed by Menou
(2012b) that leads to time variability in the ow, either in the form of Alfvén oscillations or
short bursts separated by longer quiescent intervals. The key ingredient is the temperature-
dependent conductivity, since it allows the magnetic Reynolds number to cycle between small
and large values during the oscillation. We then discuss the application of our results to HJ
atmospheric conditions and the implications for HJ atmospheric dynamics.

2.2. Local model with a time dependent magnetic dif-
fusivity

To model the local dynamics in the equatorial plane, we consider the evolution of a zonal
ow in the presence of a background radial magnetic eld,. Rather than assume a xed
velocity for the zonal ow, since we are interested in the dynamics, we assume that it is
forced by a net ow of momentum into the equatorial region, represented by an acceleration
v. This could correspond to either an eastward or westward acceleration depending on the
overall global dynamics (Showman et Polvani, 2011; Hindkt al., 2021b).

Working under the MHD approximation (Davidson, 2001), we solve the zonal components
of the axisymmetric MHD equations in the equatorial plane of the planet. Thus, all radial
and latitudinal ow displacements are eliminated from the system. For the background
magnetic eld, we consider a purely radial magnetic eld respectingr B = 0. In this
geometry, radial shear drives torsional Alfvén oscillations.

As the thickness of the atmospheres of HJs are very small compared to their radii, we
can use the plane parallel approximation to write our rst set of equations. With these
approximations in mind, the MHD equations involving the local values of the zonal ow of
the uid in the reference frame of the rotating planet,U , toroidal magnetic eld, B , and
temperature, T, are

@UuU _ B, @B , v
@t 4 @r -~
1For the purposes of our simpli ed model, we consider a background radial eld only. A global aligned dipole

eld would have only horizontal components at the equator, but radial eld components would be expected
if the dipole is misaligned, or higher order eld components are present.

(2.1)
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where is the magnetic di usivity, the gas density, andc, the heat capacity. In the
heat Equation (2.3), the rst term on the right-hand side represents Newtonian cooling to a
reference temperaturel, on a timescale , and the second term is ohmic heating. We take
the constant accelerationv to be positive (eastward), but our results apply equally to the
westwardv < 0 case with the direction of ow reversed.

We now assume that radial variations are on the scale of the thickness of the layér
writing the radial derivative of a quantity f as @f=@r f=H. We can then write down a
simpli ed version of the MHD equations:

(2.3)

du B, B V2 B
- = —_+v= A _ 4+ v ,
at 4 H YT pB ¥ (24)
dB U B
o B H  R? (2:5)
dT (T To) B 2
= - T 4 N . .
Pt Cp 4 H (2.6)

where the Alfvén speed/, is given byvi = B2=4
To capture the temperature dependence of the magnetic di usivity, we write

(T)Y= oexp E Tro 1 (2.7)
where o= (Tp) and the parameterE controls the temperature sensitivity @Iin =dInT =
E To=T). The exponential form for (T) is similar to the di usivity from alkali metal
ionization, which involves the thermal ionization fraction (e.g., Menou 2012a).
We write the evolution equations in a dimensionless form by de ning = U =wy, b=
B =B,, L = VH?= yv,, the magnetic Reynolds numbelRm = vaH= (, and the Eckert
number Ec = vf\:quo. We measure time in units of the ohmic di usion timeH?= ,, and
temperature with respect to the reference temperatur, setting ot=H?! t, o =H?2!
and T=Tp ! T. In these units, the Alfvén timescaleH=v, is 1=Rm. If we estimate the

cooling timescale a$42= 1, with 1 the thermal di usivity, then the parameter 0= T.
The dimensionless form of Equations (2.4) (2.6) are then
dv
= + . .
ai Rm b+ \/; (2.8)
db
i Rmv b; (2.9)
‘1{ = T D e b2 (2.10)
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where (T) = (T)= o is given by Equation (2.7). These equations allow us to solve for
the evolution of b, v, and T given the ve parametersRm, Ec, E , , and \..

We solve the nonlinear coupled ordinary di erential equation system de ned by Equations
(2.7) to (2.10) as an initial value problem. Toward this end we use a solver from SciPyw
Python package, using an explicit Runge-Kutta method of order 5.

In the absence of forcing & = 0), Equations (2.8) and (2.9) describe damped Alfvén
waves with a (dimensionless) frequency given by = Rm? and damping timescalel=~. Note
also that with \. = 0, the limit of magnetic drag is recovered by settinglb=dt= 0, in which
caseb= Rmv=~and the momentum equation reduces tdv=dt= (Rm=~)2v, representing
a drag force with associated timescale= Rm)?, in agreement with Equation (1) of Rauscher
et Menou (2013).

With forcing included (\ > 0), Equations (2.8) (2.10) have a steady state solution

= R:fn; V=~ F\’\Lmz; (2.11)
where ~is evaluated at the steady state temperature for whicdT=dt=0 (i.e., the value of

T for which the right-hand side of Equation (2.10) vanishes, which yields 1= Ec~b ?).
The physical balance represented by Equation (2.11) results from the driven zonal ow
winding the radial eld until the ohmic dissipation associated with the induced toroidal
magnetic component balances the rate of kinetic energy input to the layer.

For a temperature-independent di usivity, the evolution of the driven system is always
to the steady state given by Equation (2.11), although the nature of the evolution depends
on the magnetic Reynolds number. At highRm the system moves toward the steady state
via a series of damped Alfvén oscillations, whereas at Idam the system evolves smoothly
to the steady state. The situation is very di erent when the magnetic di usivity depends

strongly on temperature, as we discuss in the next section.

b

2.3. Dynamical Thermoresistive Instability

We now show that equations (2.8) (2.10) have unstable time dependent solutions when
the magnetic di usivity depends strongly on temperature. We rst present some represen-
tative evolutions and then discuss the regions of the parameter space where the system is
unstable.

2.3.1. Examples of time dependent Solutions

Figure 2.1 shows three numerical integrations of equations (2.8) (2.10) for dierent
choices of parameters. In each case, we start the system from rest(0), with no toroidal

°The function is solve ivp from the integrate module. The documentation can be found at
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/ scipy.integrate.solve_ivp.html
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Fig. 2.1. Time evolution of velocity v, toroidal eld b, temperatureT and e ective magnetic
Reynolds numberRm, = Rmjvj=~ showing the three di erent outcomes: (a) the system
reaches steady stateRm=0.1, =1, Ec=1, E =0, \\/=0.1); (b) oscillations (Rm=0.1, =1,
Ec=1, E =10, L =0.1) and (c) bursts (Rm=0.01, =10, Ec=1, E =10, \\/=0.01).

magnetic eld (b= 0), and at the reference temperature{ = 1). The top panel of Figure
2.1 shows an example in which the magnetic di usivity does not depend on temperature
(E =0). In this case, with low magnetic Reynolds numberEm = 0:1), the system evolves
smoothly to the steady state given by Equation (2.11).

The middle panel of Figure 2.1 shows the dramatically di erent behavior that occurs when
the magnetic di usivity is temperature-sensitive. This integration has the same parameters
as the top panel except that we now seE = 10. Instead of a steady state solution, we
nd sustained Alfvénic oscillations. While not a pure Alfvén wave due to the temperature-
dependent ohmic dissipation term, the solution shows the signature 2 phase lag between
b and v expected for Alfvén waves.
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It is important to note that during the oscillation, the e ective Reynolds numberRm, =
Rmjvj=~ reaches values above one, even though the input parameiem < 1 (see the red
curve in Figure 2.1). In other words, the temperature increase is enough to reduce the
magnetic di usivity to a level where Rm, becomes larger than unity. This temporary
crossing of the e ective magnetic Reynolds number frolRm, < 1to Rm, > 1seems to be
a requirement for sustained oscillations to occur. We nd that oscillations do not occur for
other choices of parameters where the system either never reacRes. values above unity,
or hasRm, values that stay above unity. In these cases, the system either evolves smoothly
to a steady state Rm, < 1) or shows damped oscillations to a steady statdRfmn, > 1),
similar to the situation with E =0.

The bottom panel of Figure 2.1 shows a di erent behavior in which the time depen-
dence takes the form of regular short-duration bursts. This case is intermediate between
the solutions with Alfvénic oscillations and those that evolve smoothly to a steady state.
Compared to the previous example, this case has a longer cooling timescale, slower forcing,
and lower Rm. The long phase between bursts, lasting for more than 10 Alfvén times, can
be understood as a quasi-steady state in which the system slowly evolves along a sequence of
steady state solutions satisfying Equation (2.11) with increasing temperature as the system
slowly heats up. Eventually, the temperature becomes large enough that the TRI occurs,
driving the system toRm, > 1. The magnetic eld then undergoes a rapid growth as it is
now coupled to the ow; the resulting large magnetic torque then leads to a rapid drop in
the velocity, an Alfvén oscillation follows, and eventually the cycle restarts. In the example
shown, the system oscillates for only half a period after the onset of the burst, but in other
cases multiple damped oscillations can occur. Depending on the parameters, we nd that
the interval between bursts varies smoothly from large to smaller values comparable to the
Alfvén period, at which point the bursts smoothly transition to Alfvénic oscillations.

2.3.2. Domains of Instability and Analytic Estimates

Panels (a)-(b) of Figure 2.2 show the frequency of the oscillation cycle as a function of the
forcing strength \L and cooling time , for two di erent values of Rm. The other parameters
are xed at E = 10 and Ec = 1. The instability occurs in the region with! > 0 (green
shading), at small and large\.. In the region where! =0 (pale yellow), the solution goes
to steady state and sustained oscillations do not occur.

Since the sustained oscillations require the e ective magnetic Reynolds number to cross
above and below one, we requifem < 1 for instability. Indeed, in Figure 2.2, we see that the
instability region shrinks in size askRm increases. It is noteworthy that we see an extended
region of bursts (with! <! ) only for the lower Rm case; at higheRm, the frequencies are
close to! o throughout the unstable region. As a di erent slice of parameter space, panels
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Fig. 2.2. Angular frequency!=! 5 of the oscillation cycle as a function oM. and for (a)

Rm = 0:1, Ec = 1.0 and (b) Rm = 0:01, Ec = 1:0 and as a function ofEc and for (c)

Rm = 0:01, VL =0:1and (d) Rm = 0:01, L= 0:0L The magnetic di usivity sensitivity

is kept constant for all panels atE = 10:0. The black lines represent the isocontours
of the angular frequency!=! 5. The solid red lines represent the instability criterion of
Equation (2.15); the system should be oscillating above it. The dashed red lines represent
the analytic estimate of Equation (2.14) for the boundary between bursts and Alfvénic
oscillations.

(c)-(d) of Figure 2.2 show the frequency in thdec  plane, this time with xed Rm = 0:01
and \L = 0:1. This shows that there exists a considerable region of parameter space within
which we nd sustained oscillations, even whekc takes values 1.

We can understand the location of the unstable region with simple analytic arguments.
First, in the long build-up phase of the oscillationRm 1 and magnetic drag is weak so that
the velocity increases linearly with time,v ~ \.t. Assuming steady state in Equation (2.9),
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the corresponding magnetic eld iso Rm\Lt=~ We can thus rewrite Equation (2.10) as
ar_ (T 1, EcRmM?(\Lt)2
dt ~
during the build-up phase. Direct numerical integration of Equation (2.12) shows good
agreement with our integrations of the full equations until the moment when the TRI begins.
The recurrence timescale is set by the time taken to reach the TRI. Making a linear
perturbation T! T+ T in Equation (2.12) gives an expression for the recurrence time as
the time at which d T =dt transitions from being negative to positive (i.e., when T=dt = 0),
2 _ sl 2 .
¢ V2 Rm?ECE

(2.12)

(2.13)

Comparing this timescale to the Alfvén timescale,, = 1=Rm, the transition from bursts to
Alfvénic oscillations occurs when

I 2
V2 =4 ; 2.14
EcE (2.14)
plotted as the dashed line in Figure 2.2 (we have assumed small temperature changes, 1
and ~ 1, when plotting the dashed line and have inserted a prefactor of 4 to better agree

with the numerical results in this limit).

Figure 2.2 shows that the system becomes stable at low values\of This instability
boundary corresponds well with the location where the recurrence timg,. starts to become
longer than the time the system takes to reach the steady state described by Equation (2.11),

ss. Sincev  \Ltin the build-up phase, we nd that ¢ =Rm? Requirng s > rec
gives the criterion for instability as

RmM*T?2
(VA ; 2.15
£ Ec ( )
We nd that in our numerical solutions, the factor T2=~ 4. The solid line in Figure
2.2 shows this relation assuming thaf ?=~= 4, and gives a good match to the instability

boundary.

As well as stabilizing at low\., we also nd that the oscillations stabilize at large . Very
approximately, values of the cooling time & A = 1=Rm stabilize the oscillations, since
the temperature then does not change su ciently during the oscillation period to enable
the e ective magnetic Reynolds number to alternate between values larger and smaller than
unity.

The value of E is kept constant throughout the panels of Figure 2.2. The criteria
presented in equations (2.14) and (2.15) show that the e ects & and Ec on the system
are degenerate as they always appear in pairs in the equations, and so our results can be
rescaled to a di erent value ofE as needed.
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Fig. 2.3. Values ofRm, E , Ec, and shown as a function of temperatures and pressures
relevant for HJ atmospheres. The magnetic Reynolds number is taken from Equation (2.19).
The temperature sensitivity of the magnetic di usivity is de ned asE TsdIn =dInT.
The Eckert number is taken from Equation (2.18). The radiative cooling time is taken from
Table 2 of Showmanet al. (2008) with a linear interpolation at higher temperatures and
was turned into dimensionless form with the ohmic timégy, from Equation (2.20). We
assume a surface gravity equal to that of Jupiter and a magnetic eld d = 10 G (note
that Rm/ B, Ec/ B? E and are independent ofB). The black lines represent the
isocontours of the presented parameters in each panel.

Finally, for comparison we also derive the instability criterion from Menou (2012b) in
our notation. The equivalent to our Equation (2.12) for the instability of Menou (2012b) is
ar_ (T 1, EcRm?V2

dt ~
where we have taken the weak drag limit with the wind velocity speci ed as a parameter
and b= Rm V= In this case, the instability criterion (d T=dt > 0) is

2 > al § .
RmM’E Ec

(2.16)

(2.17)

This is equivalent to Equation (2.15) withV = \L-=Rm?, i.e. the steady state velocity under
forcing \L.

2.4. Application to Hot Jupiters
2.4.1. Parameter Values

In the previous section we showed that instability occurs only for particular ranges of the
parameterskc, E , Rm, , and\.. We now estimate the expected values of these parameters
in the atmosphere of a HJ. Values dEc, E , Rm, and are shown in Figure 2.3 as a function
of pressure and temperature.

Figure 2.3 shows that the temperature sensitivity of the magnetic di usivity is indeed
large, and lies within a narrow range of values. We de n% ~ TedIn =dInT, where
Ts; = T=1000 K and calculate the magnetic di usivity =230 T=K=x, cn? s ! including
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contributions to the ionization fraction from species up to Ni (following Menou 2012b).
We nd E takes values between 18 and 29 for 10 * < P < 10 barand 1000< T <
2500 K Indeed forT . 1800 K where the ionization fraction is dominated by potassium,
Xe | T3*exp( 252=T;) (e.g., Pernaet al. 2010b Equation (1)), givingE 25 almost
independent of pressure.

The Eckert number Ec = vA=6 T is an important parameter for the instability because
it determines whether ohmic dissipation is able to heat the gas su ciently quickly. The
magnetic eld strength of HJs is uncertain. We scale our results tB = 10 G in this section,
although note that eld strengths exceeding 100 Gmay arise in HJ atmospheres (Reiners
et Christensen, 2010; Caulet al., 2019; Yadav et Thorngren, 2017). The Alfvén speed
isva = B=(4 )2 570 cms! (B=10 G)T, *(P=lbar) ¥2. For the heat capacity, we
assume pure molecular hydrogen with an ideal gas equation of state, giving 2m,P=kg T
242 105 ergcm 2 T, 1 (P=lbar) and cp (7=2)ke=2m, 145 10 ergK g ™
ThereforeEc  B?=14P , or

. 6 B ? P ! .
Ec 23 10 106 1bar
We see in Figure 2.3 thatec takes larger values at low pressure, suggesting that instability
is more likely there, as also emphasized by Menou (2012a) for the thermoresistive instability.

The magnetic Reynolds numbeRm = vaH= can be written in terms of the ionization

fraction as

(2.18)

Xe B p 1
Tz —— P ;
107 10G  1bar
where we take the length scalél to be the pressure scale heigtt kg T=2mp,g 1.6
10" cm T3(gy=g), normalized to the surface gravity of Jupiterg; = GM;=R%. Figure 2.3
shows that Rm can take on a large range of values sincg is so sensitive to the local
temperature. For example atT 1200 K x. 10 *? 10 0 for pressures in the range
10 bar 1 mbar, while for T 2000 K x. 10 8 10 7 in the same pressure range.

For the radiative cooling timescale, we follow Menou (2012a) and refer to the tabulated
values in Showmaret al. (2008) (Table 2 in that paper). ForT 1200 K the approximate
cooling timescales given there are 3000 s( 1 s) for a pressure ofl mbar (1 bar). For
T 2000 K, these timescales become 300 s( 10 s). Our dimensionless parameter is
the ratio of the cooling timescale to the ohmic di usion timetg,, H?2=, which we de ne
using the pressure scale height as the lengthscale,

Rm 01 (2.19)

|
T2

X —,
tom 35 10°s 55 T

g
. (2.20)
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Proportional to X, the ohmic time spans a large range of values, ranging from10 ? sto
hours depending on the local physical conditions. Normalizing the radiative cooling time by
the ohmic time, we obtain , shown in the last panel of Figure 2.3.

Perhaps the most uncertain parameter is the forcing. since this depends on the overall
ow dynamics (and indeed the back reaction of the dynamics in the equatorial plane on the
global ow). The units of \L are va=tonm Which is

016 cm s — T —
tohm 10G °  1bar
X 1 g 2
1 087 o : (2.21)

i.e., the ratio of the acceleration in cgs units to Equation (2.21) gives our parametér. Values

of acceleration can be estimated from Figure 9 of Rogers et Komacek (2014), where the mean
accelerations as a function of latitude for some of their models are shown. Taking a value
of 5 10 8 g cm 2 s 2 for the volumetric force from their Figure 9, and the corresponding
pressure and temperature of 10 mbarand 1300 Kto calculate the density, we obtain

an acceleration 0:3 cms? ( 0.3 kms ! day !). For this value of acceleration, and
taking the ionization fractions above, we nd\. 10° 10°%atT 1200K and\. 0:01

at T 2000 K Figure 2 of Rogers (2017) gives about a factor of 10 smaller acceleration,
showing velocity variations of 10* cm s ! on timescales of 1 s, suggesting accelerations

of 0:01 cm s 2 at the mbar pressure level.

2.4.2. Unstable Regions as a Function of Pressure and Temperature

We present in Figure 2.4 the oscillation frequency and instability regions for di erent
choices ofB and v. The red region has a magnetic eld strength oB = 40 G and an
acceleration ofv. = 1 cm s 2, the green region ha®8 = 10 G and also hasv =1 cm s 2.
The blue region hasB =3 G andv =1:4 cm s 2. The values of the magnetic elds are the
same as in Figure 1 of Menou (2012b), and the valueswohave the same relative di erences.
The values of the necessary parameters are calculated as in Figure 2.3 for each choiée of
For v, we applied an exponential decay with respect to pressure, multiplying the values\of
above byexp( P=bar), and used Equation (2.21) to calculate the dimensionless parameter
\L.

The instability regions are well de ned within the mbar to a few bars pressure levels,
and within 1250 2300 K. The unstable regions are shaded according to the frequency. We
note that none of the simulations for these parameters reach sustained Alfvénic oscillations,
and are all within the burst regime. The bursts usually take the form of a series of decaying
Alfvén waves after reaching the critical point. Only the hottest part of the blue region comes
close to the Alfvénic regime, where oscillations reach values slightly abdu&5 !=! .
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Fig. 2.4. Frequencyf in day ! of the instability domain for the atmospheres of HJ with
magnetic eld strength of B = 10 G and B = 40 G and an acceleration oz = 1 cm s 2

in green and red respectively. The blue region represents the results Br=3 G and v =

1:4 cm s 2. The parameters used to solve equations (2.8) (2.10) were obtained the same way
as in Figure 2.3. For\L, we applied the exponential decayexp( P=bar) and used the scaling
presented in Equation (2.21) to transfornv to its dimensionless counterpart).. Frequencies
are recast in dimensional units using the Alfvén time, as given by Equation (2.22). The black
lines represent the edges of the unstable regions.

The stripes that can be seen in Figure 2.4 are related to the number of Alfvén oscillations
that occur following a burst. We nd that the sequence of damped Alfvén oscillations
terminates, and the growth of velocity due to\. resumes, either at a maximum or minimum
of velocity, which corresponds to the time in the oscillation wheb = 0 and ohmic heating
vanishes. If the system reaches the growth phase wherns at a minimum, then it needs
to reach the critical velocity from negative values, like in panel (c) of Figure 2.1. However,
if the growth phase starts whenv is at a maximum and therefore positive, the system will
have a head start in reaching the critical velocity, reducing the overall period and increasing
the frequency of the TRI. As the parameters are varied, there are discrete transitions in the
number of half oscillations following the burst, leading to the jumps in frequency that can
be seen in Figure 2.4.

We have also plotted the instability regions corresponding to the analysis of Menou
(2012b) (given by Equation (2.17)) for di erent input zonal velocities and magnetic eld
strengths in Figure 2.5. We note that we used di erent values for the radiative cooling
timescales, shifting our results to higher temperatures compared to Menou (2012b). However,
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Fig. 2.5. Thermoresistive instability domain using Equation (2.17) withd 2 = 1, combined
with Equation (7) of Menou (2012b). The default magnetic drag lawr(s = ne = 1) was
used, as well as the exponential decay at higher pressuregp( P=bar). The green and red
regions correspond to input zonal velocities of =7 km's ! with magnetic elds of B = 10
and 40 G, respectively. The blue region represents the instability region f&f =10 km s ?
and B = 3 G. These parameters were chosen to replicate Figure 1 of Menou (2012b) with
Equation (2.17). The black lines represent the edges of the unstable regions.

our results still show the same behavior; a higher magnetic eld results in an instability region
at lower temperatures (red), and a weaker eld yields an instability at higher temperatures
(blue). The green and blue instability domains are divided into two distinct regions. These
separations would disappear if we were to relax our criterion by onl0%

Both Figures 2.4 and 2.5 show unstable regions. We have represented the analogous
regions with the same colors. There are many resemblances to note. First, a stronger
magnetic eld will shift the TRI to lower temperatures as the interaction between ow and
the eld gets stronger with the latter. A larger accelerationv, or zonal velocityV , makes
the instability region larger. The overall shapes of the regions are also similar. Indeed, they
all resemble a titled droplet, meaning that our results and those of Menou (2012b) agree to
some extent about the areas of instability surrounding a point in thé T space.

There are also striking di erences between Figures 2.4 and 2.5. Arguably the most
important disagreement is that with a larger eld (red) our instability region is smaller
than for a smaller eld (green). This boils down to the dierence in the nature of the
instabilities. The instability presented by Menou (2012b) and in Figure 2.5 is considered
activated when a thermal runaway occurs. The model presented in this Paper is considered
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unstable when an oscillatory steady state is reached. In our model a strong magnetic eld is
less conducive to producing oscillations, but is more inclined to produce a thermal runaway
in the thermoresistive framework of Menou (2012b). Our dynamical model's unstable regions
are also shifted toward higher pressures and lower temperatures. There is also much more
overlap between the di erent colored regions in Figure 2.4 than in Figure 2.5. Whilke and

V play analogous roles in the two models, pushing the system to the critical point, their
fundamental natures are very contrasting.

2.5. Discussion

It is no surprise that a sheared uid threaded by a magnetic eld has an oscillatory
response to steady forcing. However, for a temperature-independent magnetic di usivity,
these oscillations are transient: ohmic losses damp the oscillations and the system evolves
to a steady state in which the forced winding of the eld lines is balanced by magnetic
di usion (e.g., for a similar situation in stellar spin down see Charbonneau et MacGregor
1993). We nd that a temperature-dependent magnetic di usivity introduces new solu-
tions. The local model introduced in Y2.2 shows that the interplay of ohmic di usion and
the temperature-dependent di usivity leads to long-lived sustained oscillations in which the
magnetic Reynolds number alternates between large and small values during an oscillation
cycle (Figure 2.1).

This dynamical thermoresistive instability may be relevant for some regions of HJ at-
mospheres (Figure 2.4). We nd that sustained oscillations occur when (1) the magnetic
Reynolds numberRm < 1, so that there is opportunity to generate an induced eld and
ohmic heating, (2) the cooling time is short compared to the Alfvén timescale, so that the
gas temperature can respond to ohmic heating on the timescale of an Alfvén oscillation, and
(3) for values of Ec = vi=6T approaching unity, so that ohmic heating is able to raise the
temperature e ciently. These requirements lead to unstable regions at intermediate tem-
peraturesT 1500 Kand lower pressure® . 0:1 bars for lower magnetic eld strengths
B. 10G

The timescale for the oscillations is set by the Alfvén time across a pressure scale height
ta = H=v,, which is

B 1 P 1=2 g !
10G 1bar QO
The sustained oscillations can take the form of modi ed Alfvén oscillations with period ta
(e.g., middle panel of Figure 2.1), or bursts of oscillations separated by long intervals of
duration  ta (e.g., lower panel of Figure 2.1), which could lead to interesting observable
e ects. For the parameters expected in HJ atmospheres, we nd that the solutions are in the
burst regime. There are two competing e ects that determine the oscillation frequency. One

1

ta 105hTs™7 (2.22)
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is that the Alfvén time is shorter at lower pressures, as described by Equation (2.22). The
other is that the oscillations become closer to the Alfvénic regime at higher pressure, which
shortens the oscillation period at higher pressures. The resulting oscillation frequencies
are shown in Figure 2.4 for dierent cases. Were such oscillations observed, it would be
possible to use our results to put constraints on the strength of the magnetic eld of the
planet observed, knowing the depth and temperature of the observed region, as well as the
period of the oscillation. Possible degeneracies may arise from such an analysis, as Figure
2.4 suggests; therefore our model may only be able to impose an upper limit on the eld's
strength.

Our work generalizes the analysis of Menou (2012b) to include the dynamical e ect of
the magnetic eld. Whereas Menou (2012b) assumed a given background wind velocity,
we have instead assumed a given background acceleration that drives the ow. This is
motivated by the behavior seen in global dynamical models, which show net eastward or
westward accelerations in the equatorial region (eastward in hydrodynamic models, westward
in magnetized cases; Hindlet al. 2021b). The resulting instability criterion (Equation (2.15))
is equivalent to the instability criterion of Menou (2012b) with the wind velocity taken to be
the steady state velocity under the applied forcing (Equation (2.11)). Putting in the units,
this is a velocity V = \L =v3 = tyag, 1.€., the velocity acquired in a time

Xe 11> P B 2_

10 7 *  lbar 10G

is the magnetic drag timescale (see Equation (1) of Rauscher et Menou 2013). This helps to
understand why we prefer lower values d@: to achieve the kms ! velocities that Menou
(2012b) requires for instability with an acceleration 1 cm s 2 requires a drag timescale
of 10° s. With a constant velocity rather than acceleration, Menou (2012b) found that
increasingB favoured instability; we nd the opposite here (compare equations (2.15) and
(2.17) and Figures 2.4 and 2.5).

Our results add support to the idea that variability should be a feature of magnetized
HJ atmospheres, in particular at intermediate temperature§ 1500 K Even the highest
frequency simulations represent a period of oscillation of over 10 days. Such timescales are
longer than typical integration times for observations and should therefore be resolved in
observations of HJ atmospheres. However, the timescale of variability could be much shorter
at lower pressures or higher magnetic eld strengths (Equation (2.22)). In particular, the
decaying Alfvén waves following bursts could be challenging to resolve as the Alfvén time is
smaller than the period between bursts.

Spatially extended MHD simulations of atmospheric dynamics including a temperature-
dependent are needed to go beyond our local model and address whether the TRI plays a
role in generating observable variability. In particular, the forcing acceleratioR. is put in by

(2.23)
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hand in our local model, but arises as part of the global atmospheric dynamics. Indeed, as
explained in detail by Hindleet al. (2021b), global Lorentz forces can lead to a reversal of the
mean ow at the equator in magnetized atmospheres, i.e., changing the sign\bfcompared

to hydrodynamic models. Similarly, our local analysis shows that the TRI is unstable only
within a range of pressures; understanding the interaction of the low pressure unstable region
with the deeper stable regions requires going beyond a local analysis.

It is important to note that previous work on MHD models of HJ atmospheres has
shown that variable ows arise even with a time-independent pro le. Rogers et Komacek
(2014) found that as the in uence of the magnetic eld increased (either because of a hotter
atmosphere or stronger magnetic eld), the MHD e ects changed from a drag force, to
oscillatory mean ows, to a reversed (westward) mean ow. Hindlet al. (2021b) explain the
reversal of the mean ow in terms of Lorentz forces associated with the toroidal magnetic
elds generated by zonal ows. In addition, Rogers et McElwaine (2017) showed that the
spatial gradient of can lead to magnetic eld generation in an atmospheric dynamo. The
temperature dependence of is a further important ingredient to include in future MHD
models of HJ atmospheric dynamics.

We thank the anonymous reviewer for helpful comments that improved this manuscript.
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Résumé.

Les atmosphéres des Jupiter chaudes pourraient étre sujettes a une instabilité thermo-
résistive, ol une croissance de la conductivité électrique due au chau age ohmique mene
a un emballement thermique de la température atmosphérique. Nous introduisons un mo-
dele simpli € a une dimension dans le plan équatorial de la région substellaire de Jupiter
chaudes qui inclut la dépendance sur la température locale et du temps de la conductivité
électrique, ainsi que la rétroaction dynamique du champ magnétique sur I'écoulement zo-
nal. Ce modéle renforce notre précédente étude locale en incluant la structure radiale de
I'atmosphére ainsi que l'interaction des couches atmosphériques entre elles. Les gradients
spatiaux de la conductivité électrigue modi ent signi cativement le pro| des oscillations
Alfvéniques, conduisant au transport vertical du champ magnétique, engendrant du chauf-
fage ohmique en profondeur. Nous retrouvons des solutions instables montrant des sursauts
récurrents dans un intervalle de température d'équilibre deTeq; 1000 1200K et de champ
magnétique radial de 1 100 G. Pour un ensemble de paramétres donnés, les oscillations
se produisent dans un mince intervalle de température qui permet au nombre de Reynolds
magnétique d'osciller entre de petites et grandes valeurs durant un cycle. Avec notre géo-
métrie simpli ée, notre systéme tombe dans un état stationnaire en dehors de l'intervalle de
température spéci é, les e ets du champ magnétique pouvant alors étre approximés par une
force de trainée magnétique. Nos résultats montrent que l'instabilité thermorésistive propo-
sée peut étre une source de variabilité dans les atmosphéres de Jupiter chaudes magnétisées,
ayant des températures d'équilibre dans le régime aux températures faibles a intermédiaires
pour ce type de planetes. Ainsi, nos résultats mettent I'accent sur l'importance d'inclure
la dépendance temporelle de la conductivité électrique dans les modéles dynamiques des
atmosphéres de Jupiter chaudes.

Mots clés : magnétohydrodynamique (MHD) di usivité magnétique planétes et satel-
lites: planetes gazeuses planétes et satellites: atmospheres planétes et satellites: champs
magnétiques
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Abstract.

Hot Jupiter atmospheres may be subject to a thermoresistive instability where an in-
crease in the electrical conductivity due to ohmic heating results in runaway of the at-
mospheric temperature. We introduce a simpli ed one-dimensional model of the equatorial
substellar region of a hot Jupiter that includes the temperature dependence and time depen-
dence of the electrical conductivity, as well as the dynamical back-reaction of the magnetic
eld on the ow. This model extends our previous one-zone model to include the radial
structure of the atmosphere. Spatial gradients of electrical conductivity strongly modify
the radial prole of Alfvénic oscillations, leading to steepening and downward transport
of magnetic eld, enhancing dissipation at depth. We nd unstable solutions that lead to
self-sustained oscillations for equilibrium temperatures in the rangeTe; 1000 1200 K,
and radial magnetic eld strength in the range 1 100 G. For a given set of parameters,
self-sustained oscillations occur in a narrow range of equilibrium temperatures that allow
the magnetic Reynolds number to alternate between large and small values during an oscil-
lation cycle. With our simpli ed geometry, outside of this temperature window the system
reaches a steady-state in which the e ect of the magnetic eld can be approximated as a
magnetic drag term. Our results show that thermoresistive instability is a possible source of
variability in magnetized hot Jupiters at colder temperatures and emphasize the importance
of including the temperature dependence of electrical conductivity in models of atmospheric
dynamics.

Keywords: magnetohydrodynamics (MHD) magnetic di usivity planets and satellites:
gaseous planets planets and satellites: atmospheres planets and satellites: magnetic
elds
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3.1. Introduction

Exoplanet surveys have detected nearly 500 hot Jupiters (HJs), gas giants orbiting their
host star with an orbit of . 0:1au, according to the data of the Encyclodaedia of Ex-
oplanetary Systems (https://exoplanet.eu/home, (Schneidert al., 2011)). Due to their
proximity to their hosts, they are exposed to extreme irradiation and are assumed to be
tidally locked. Such an arrangement results in interesting atmospheric dynamics, including
a dayside-to-nightside ow driven by the gradient of temperature (Komacek et Showman,
2016), an equatorial superrotation driven by Rossby and Kelvin waves (Read et Lebonnois,
2018; Imamuraet al., 2020) resulting in the zonal displacement of the hot spot away from the
substellar point, and magnetic e ects due to partial ionization in the atmosphere (Rogers et
Komacek, 2014). Even though the rst discovery of an HJ goes back a quarter of a century
(Mayor et Queloz, 1995), some features of these planets are still not fully understood. Some
of these unexplained observations are the larger-than-expected radii (Bodenheinegral.,
2001, 2003; Guillot et Showman, 2002; Bara et al., 2003; Laughlinet al., 2005; Thorngren
et al., 2021), di erences in dayside-to-nightside circulation e ciency (Cowaret al., 2007,
2012; Knutsonet al., 2007; Cross eldet al., 2010), and the westward winds observed in some
HJs (Armstrong et al., 2016; Danget al., 2018; Bellet al., 2019; Jacksoret al., 2019; von
Essenet al., 2020) instead of the predicted eastward direction (Showman et Guillot, 2002;
Cooper et Showman, 2005; Showmaat al., 2009; Rauscher et Menou, 2010; Katariet al.,
2016), although many HJs do show eastward ows (Knutsoat al., 2007, 2009, 2012; Zellem
et al,, 2014).

A number of proposed explanations for these puzzles involve magnetism. The tempera-
tures in HJs are su ciently high for thermal ionization (Batygin et Stevenson, 2010; Perna
et al., 2010a), in particular of alkali metals, which have low rst ionization energies (Wel-
bankset al., 2019). It has been previously shown that ionization in the atmospheres of these
gas giants results in coupling of winds with magnetic eld generated deeper in the planet
(Batygin et Stevenson, 2010; Pernat al., 2010a,b; Menou, 2012a). Magnetic interaction
between the upper and lower envelopes of the HJs can slow down the atmospheric winds,
and strong elds may even reverse the wind direction (Rogers et Komacek, 2014; Rogers,
2017; Hindleet al., 2019, 2021b,a; Dietrictet al., 2022; Hardyet al., 2022). Such magneto-
hydrodynamical (MHD) interaction may result in the hot spot being west of the substellar
point.

One complication in modeling magnetized HJ atmospheres is that the electrical conduc-
tivity is strongly temperature-dependent (see, e.g., Figure 2 in Dietricht al. 2022). This also
leads to new physics: Menou (2012b, hereafter M12) showed that the strong temperature
dependence of the electrical conductivity gives rise to a thermoresistive instability (TRI), in
particular in cases with weak magnetic drag, strong ohmic heating, and fast zonal winds.
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Whereas the model presented by M12 was in a non dynamical framework, Hardy al.
(2022, hereafter H22) added dynamics, allowing Alfvénic oscillations to occur. They iden-
ti ed three di erent dynamical regimes of the TRI. In the rst regime, the system evolves

to a steady-state, either by decaying Alfvén waves or monotonically. The second regime
is the burst regime, where bursts of decaying Alfvén waves happen periodically following
quiescent intervals. In the third regime, Alfvén waves are continually sustained, but HJ
atmospheres lie outside this parameter regime. In this work, we further investigate the e ect
of the temperature-dependent electrical conductivity , or equivalently magnetic di usivity
(MD; =1=, , where g is the permeability of free space). We extend the local model of
H22 to include the radial structure of the HJ atmosphere. Previous studies have included
magnetic e ects by adding an approximate treatment of magnetism to detailed atmospheric
models, for example either using MD pro les xed by the background temperature (Rogers
et Komacek, 2014; Rogers et Showman, 2014; Rogers, 2017) or using a time dependent MD
tied to local temperature changes, but with dynamics approximated by a magnetic drag
term (Rauscher et Menou, 2013; Beltet al., 2022). Here we take the alternate approach of
including the full dynamics and time dependent MD but in a simpli ed geometry, focusing
on the equatorial plane and assuming axisymmetry. Our goal is to study the coupling of
dynamics and thermal evolution and to investigate under what conditions self-sustaining
oscillations (or bursts of oscillations) are excited.

The paper is organized as follows. In Section 3.2 we describe our one-dimensional equato-
rial plane model, geometrically simpli ed but retaining both temperature-dependent MD an
the dynamical interaction between the zonal ows and magnetic elds. Section 3.3 presents
and discusses a selected set of simulation results, focusing on the physical parameter regimes
conducive to the development of instability-driven zonal ow oscillations. We close in Section
3.4 by highlighting potential observable consequences.

3.2. One Dimensional Equatorial Plane Model
3.2.1. Model Setup

Working under the MHD approximation (Davidson, 2001), we consider a geometrically
simpli ed setup within the equatorial plane, depicted schematically in Figure 3.1. Our
solution domain is meant to represent the upper atmosphere of HJs, going frdirbar at
the base t00:01 bar at the top. For a planet with equilibrium temperature Teq = 1000 K
and surface gravityg, = 9:0 m s 2, this corresponds to a radial extent0:940R, 0:966R,
assuming hydrostatic balance. For simplicity we assume an ideal gas of pure molecular
hydrogen. As the layer is geometrically thin, we adopt the plane-parallel approximation
in which Cartesian coordinategx;y;z) map to the zonal, latitudinal, and radial directions
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in spherical coordinates. We solve the zonak)] components of the MHD equations in
the equatorial plane § = 0), assuming axisymmetry and that the ow is con ned to the
equatorial plane. We thus suppress all radial and latitudinal ow displacements, i.eu, =

u, =0.

Fig. 3.1. (a) Schematic representation of the assumed ow and magnetic eld geometry.
The aspect ratio between inner and outer cylinders has been greatly exaggerated for visual
clarity. The magnetic eld lines are represented in green and the acceleration term in red.
(b) Schematic representation of the system during its evolution. The magnetic eld lines
are stretched by the azimuthal ow. The Lorentz force acting to straighten the eld lines

is shown in light blue. The local ohmic heating is represented by the value d»f, where

Jy is the induced current, as color-coded. Note that since the atmosphere is geometrically
thin, we use Cartesian rather than spherical coordinates in our calculations, as described in

Section 2.

We express the axisymmetric magnetic eld as
B(z) = Bx(2)&%+ Bo2; (3.2)

thus ensuringr B = 0, and with B, setting the ( xed) strength of the radial magnetic
component in the equatorial plane. This allows us to write down the simplest model possible
in the equatorial plane that captures the dynamics of Alfvénic oscillations (Figure 3.1). A
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global aligned dipole lacks any radial component at the equator, and would require adding
the latitudinal dimension to capture Alfvénic oscillations. Of course, the true eld geometry
is likely to be more complicated than an aligned dipole. A misaligned dipole or higher-order
multipoles, such as quadrupoles, would give radial eld at the equator, and the actual mag-
netic eld geometry could also be much more complex if a local dynamo operates in the
atmospheric layer (Rogers et McElwaine, 2017; Dietricét al., 2022). We adopt this simpli-
ed model as a starting point to capture the physics of the interaction of the temperature-
dependent MD with magnetic torques.

The reduced MHD equations solved are thus:

@y _ Bo @B, @u,
@t o @z @2

@5 _, @u, @@&, @B,

+ ay; (3.2)

ot ™o:" @:@:" @1’ 8
@T_l@e@eT, @ 1@k, Ou @B (3.4)

@t c,@2@z c,@ <c, @z <c, @z ¥ oCp @z
Equation (3.2) is the x-component of the incompressible Navier-Stokes equation wherés
the density, and is the dynamic viscosity. The uid motions are forced by an acceleration
term

ay = vexp( P=bar) ; (3.5)
with the pressureP measured in bars and setting the peak amplitude. This forcing is meant
to capture the e ects of angular momentum transfer to the equator from higher latitudes,
for example, by Rossby and Kelvin waves (Showman et Polvani, 2011).

Equation (3.3) is the x-component of the induction equation with the temperature-
dependent MD, p_

T
(T)=0:023—m?s % (3.6)
e
taken from Menou (2012a) and based on the results of Draimt al. (1983). The ionization
fraction . is obtained from the Saha equation (Rogers et Komacek, 2014) adopting solar

abundances as given in Lodders (2010). Equation (3.4) is the heat transport equation with
speci ¢ heat capacityc, and thermal conductivity

16T 3
= : 3.7
3, (3.7)
where is the Stefan-Boltzmann constant. The irradiation ux is
Fir = Fsexp( P=0 ; (3.8)

where Fg is the ux from the host star incident on the atmosphere. In Equations (3.7)
and (3.8),  is the Rosseland mean opacity (assumed constant), dominated by opacity at
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infrared wavelengths, where most of the heat from the planet is emitted, whilg, is the
visible opacity, where the spectral ux of the host star peaks. The thermal conductivity is
used to set the dynamic viscosity via an assumed Prandtl numbér:
—_ Pr .
&
The last two terms on the right-hand side of Equation (3.4) are the viscous () and ohmic
() dissipation functions.

(3.9)

3.2.2. Boundary and Initial Conditions

We impose corotation with the core of the planet at the basay, = 0, and set vanish-
ing mechanical stresses at the top boundary@y=@z 0. For the magnetic eld, we set
@RB=@= 0 at the lower boundary, so as to ensure vanishing magnetic stress. At the outer
boundary, we opt for a vacuum boundary condition, implyingB, = 0. We emulate a con-
stant ux of energy coming from the coreFo, and a ux coming from the host star, Fs, which
is absorbed at depths controlled by the visible opacity,,, as prescribed by Equation (3.8).
We therefore set the inner temperature boundary condition at a constant ux corresponding
to the sum of the two ux sources. The upper boundary is kept at a constant temperature
To.

We set the heat ux from the core as T ;}, where T,y = 150 K for all models, following
M12, and then parametrize the thermal pro le with T, and . For each choice of pa-
rameters, we set the values dofs, Tp, and , by comparing with the temperature pro les
presented in M12, which are given as a function df,;. We solve the steady-state form of
Equation (3.4) with only the rst three terms, i.e., we ignore any viscous and ohmic heating,
jointly with the hydrostatic balance equation, using an ODE solver from SciPy a Python
package, using an explicit Runge-Kutta method of order 5. We then determine the values of
To and Fs as a function of Teq by tting the temperature pro les shown in M12 and adopt
avalue ,=6:93 10 * m? kg ? for all models that reproduces the pressures at which the
heat is deposited in M12.

The same initial conditions are used throughout: solid-body rotation at the lower bound-
ary rate u, = 0, and purely radial magnetic eld, i.e.,B, = By and By = 0. The initial
temperature pro le is found jointly with the boundary conditions, by letting the solution
from the ODE solver relax on our simulation grid. During this relaxation process, the barred
variables in Equations (3.2) (3.4) are allowed to adjust to the dissipationless steady-state
temperature pro le, but remain xed thereafter. The initial MD is then simply given by
Equation (3.6).

1The function is solve ivp from the integrate module. The documentation can be found at
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/ scipy.integrate.solve_ivp.html
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3.2.3. Numerical Scheme

Fig. 3.2. Schematic depiction of our 4-substeps time stepping schemé n+1 (see text).
Solid (open) black circles indicate variable values known (unknown) at the beginning of
stepn, and solid colored dot denote variable values being computed during the substeps, as
color-coded. Red (substeps 1 and 3) indicates Crank-Nicolson and/or Euler explicit stepping
using known midstep values of MD and source terms; green (substep 2) indicates a posteriori
midpoint evaluation. Blue (substep 4) represents Taylor linear extrapolation fromm + 1 to
n+3=2, followed by calculation of the MD atn+3=2, needed for substep 1 of the subsequent
time step.

The numerical solution of Equations (3.2) (3.4) requires the MD and dissipation func-
tions to be advanced in time. Because of the strongly nonlinear dependency of
on T and the dependency of the dissipation functions and on ow and eld gradi-
ents, simply evaluating these quantities at the current (known) time step when advancing
Equations (3.2) (3.4) to n + 1 can lead to numerical instabilities. Consequently, we opted
to subdivide each time step into four substeps, as depicted schematically in Figure 3.2. In
substep 1, we rst advance the magnetic eld and azimuthal velocity from time stem to
n+1 using a midpoint value for the MD, so as to ensure second-order accuracy in the spirit
of centered nite di erences. Equations (3.2) and (3.3) are advanced using a Crank-Nicolson
scheme for the linear terms and Euler explicit for the nonlinear term. In substep 2, we use
these newly calculated values d8, and u, at n +1 to do a midpoint (n + 1=2) evaluation
of the viscous and ohmic dissipation functions, namely the last two terms on the right-hand
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side of Equation (3.4). Substep 3 then advancdsfrom n to n+1 via Crank-Nicolson, with

midpoint evaluation of all source terms. The nal substep 4 extrapolate¥ at midstep, from

n+1 to n+3=2, via a truncated Taylor series, i.e., at every grid poink we write
t@T .

7@tk;nﬂ ’

the temperature derivative atn + 1 being computed by evaluating the right-hand side of

Equation (3.4) at n + 1 for the linear terms, andn + 1=2 for the dissipation functions. The

MD at n + 3=2 is then computed via Equation (3.6). This completes th@ ! n+1 time

step, and the process can now repeat anew to advance from1 to n+2.

Additionally, due to the boundary conditions imposed on the magnetic eld, the ohmic
heating peaks at the top boundary. This raises issues, as we are keeping the temperature
xed at this end of the domain. To avoid buildup of a very thin thermal boundary layer,
we have introduced a progressive ramp-down to zero of the viscous and ohmic heating terms
in the outer 20% of the grid, following &  z® dependency so as to maintain continuity of
the second derivative in temperature. We have veri ed that this procedure does not a ect
signi cantly the TRI behavior or character of the resulting Alfvénic oscillations.

We use 100 grid points equally spaced infor all simulations. This was found to provide
an acceptable compromise so as to adequately resolve boundary layers without becoming
computationally prohibitive. Our time-stepping algorithm uses a constant time step that
allows for suitable time resolution during the burst phase. To achieve this, we have used

t = 10 s for our simulations. We therefore need a few million time steps to complete a
simulation. This represents around 2 core-days on a 4.90 GHz CPU.

Te 2= T 4 (3.10)

3.2.4. Choice of Parameter Values

The free parameters for the simulations are the radial magnetic eld strengtiB,, the
velocity forcing amplitude, v, the thermal opacity, ¢, and the equilibrium temperature,
Teq- We opted to keep the Prandtl number small and constant throughout all simulations,
as ohmic heating is the focus of this study and HJ atmospheres are highly inviscid in our
pressure range (Rogers et Komacek, 2014; Be#z al., 2022). Table 3.1 lists the ranges in
di erent parameter values that were used in our parameter space exploration.

The choice of parameter values is guided by the results of H22. H22 presented a local
model with a similar magnetic eld and ow geometry to that considered here, which gave
estimates for timescales and instability criterion as a function of pressure. Rewritten in
dimensional units, the instability criterion that H22 derived is

3\/_5:2p—0 2E

> 1 3.11
16B,T# ’ ( )
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Parameters Values

Bo (G) [1, 100]

v(ms 2 [0.0001, 0.01]
n (M2 kg 1) [0.0001, 0.001]
Teq (K) [1000, 1200]
Pr [0.01]

Table 3.1. Ranges of the parameters used in the simulations.

where E is the temperature sensitivity of the MD, as de ned in H22. We compute the
instability criterion of Equation (3.11) across the domain, under the initial conditions, to
ascertain in a rst approximation which free parameter combinations may result in an un-
stable system. We nd that the H22 instability criterion is a good predictor of instability in
our 1D model, and the TRI is robustly present.

Yadav et Thorngren (2017) use the magnetic eld-luminosity scaling law of Reiners et
Christensen (2010) to estimate dipole eld strengths for HJs ranging from a few gauss up to
250 G. A dipole of 100 G misaligned with the rotation axis by 6(17 ) will give a radial eld
of 10 G (30 G) at the equator. Similarly, an aligned global quadrupole eld of 20 G (60 G)
would give a radial eld strength of 10 G (30 G) at the equator. Yadav et Thorngren (2017)
also predict mean magnetic eld strengths at the dynamo surface in the rand® 400 G.
Consequently, we opted to explore a radial eld ranging from 1 to 100 G.

Radial variations being included slightly changes the region of parameter space conducive
to the TRI as compared to the local model results of H22. In addition, the behavior is more
complex since the local model parameters vary signi cantly across the radial direction and
velocity and magnetic eld perturbations interact across a large pressure range.

3.3. Results
3.3.1. A Representative Simulation

We rst examine in detail a representative simulation exhibiting recurrent oscillatory
bursts triggered by the TRI. Figure 3.3 shows the time series of velocity, magnetic eld
perturbation, temperature, and magnetic Reynolds number at the center of the domain
through a series of seven recurrence cycles of oscillatory bursts (reminiscent of Figure 1 (c)
of H22). The local magnetic Reynolds number is de ned aBRm = uyH= , whereH is
the local pressure scale height. The close-ups on the right-hand side of Figure 3.3 focus
on a single burst, and highlight the Alfvénic oscillations and their signature= 2 phase lag
between velocity and magnetic eld, as well as the exponential relationship between Rm and
temperature coming from the ionization fraction, . (see Equation (3.6)). As pointed out by
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H22, the bursting behavior is associated with a transition fronRm < 1 during the build-up
phase between bursts t&Rm > 1 during the oscillatory phase.

Fig. 3.3. An example of bursting behavior driven by TRI. We show the time series of (a)
velocity and magnetic eld and (b) temperature and magnetic Reynolds number in the center
of the domain. The model shown has parameteB, = 30 G, v.= 0:004m s 2, Pr = 0:01,

n = 0:001m? kg ! and Teq = 1000 K. The right panels zoom in on the gray shaded area
indicated in the left panels.

Figure 3.4 shows the phase-spafey; By; T) trajectory of the center point of the domain.
The system starts at low velocity and low temperature and moves away from thig = B, =0
plane as the velocity increases. The trajectory veers abruptly upward once the critical
temperature for TRI is reached. The initial runaway in temperature is as discussed by M12,
but it is halted, ultimately, by the dynamical back-reaction of the magnetic eld on the ow,
similar to the behavior seen in the local model of H22. After the oscillations have damped and
the system cooled towards its equilibrium temperature, slow acceleration resumes, building
up shear and inducing an azimuthal magnetic eld, eventually triggering TRI and another
oscillatory burst. A marked separation of timescale exists between the slow buildup phase,
typically lasting weeks to months and in which the system spends most of its time, and the
very rapid oscillatory burst and decay, spanning a few days.

Figure 3.5 shows the spatiotemporal evolution of the four main variables of the system
during a burst. Before the burst, the velocity has grown to a large value and has a large radial
gradient, therefore inducingBy. However, as there is little coupling owing to low RmBy
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Fig. 3.4. Phase-space trajectory at the center of the domain showing one recurrent cycle
of the solution shown in Figure 3.3. The thinner the line, the faster the system travels in
phase-space. The color sequence cycles ten times through the 134 day recurrence time, so
that one run through a color cycle is 13.4 days (about the time required for the system to
restabilize after burst onset).

remains small. As the critical point is reached, the instability develops rapidly from around
0.1 bar and propagates downward and upward simultaneously, as seen in the temperature
and MD panels (panels (c) and (d), respectively). The large increase in temperature and
decrease in MD couple the eld and the ow, leading to Alfvénic oscillations. As the system
relaxes and cools after the burst, the velocity starts increasing again owing to the acceleration
source term (panel (a)).

Figure 3.6 displays the temporal evolution of thelT P pro le over one recurrence pe-
riod. The pro le changes rapidly once the TRI is triggered. The temperature at the higher
pressures can exceed 3000 K at burst peak, as compared tt800 K between bursts& Such
temperatures are expected at these pressures for equilibrium atmospheres Witgh  2500K.

3.3.2. Impact of the Di usivity Gradient

The (time-evolving) gradient of MD strongly in uences the character of bursts and os-
cillations developing in the simulations. Figure 3.7 shows time series for three simulations
2In this example and other cases that reach peak temperatures close 8000 K, the temperature gradient
is steep enough that convection would be expected to occur (not included in our calculation). However,

the radial temperature gradient is likely enhanced by the xed temperature outer boundary condition, and
would be reduced with a more realistic outer boundary.
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Fig. 3.5. Spatiotemporal evolution of (a) the velocity, (b) the magnetic eld, (c) temper-
ature and (d) MD proles in P t diagrams for the same solution as shown in Figures 3.3
and 3.4. The system evolution in this gure is focused on the Alfvénic oscillations and the
following cooling.

di ering only in their treatment of the di usivity. In blue, we show a simulation based on the
equations as presented in Section 3.2.1; in green, a simulation without the spatial gradient
of the MD, i.e., the second term on the right-hand side of Equation (3.3) has been arti cially
set to zero; and in orange, a simulation in which the MD is time independent, xed to its
initial pro le.

While all three simulations show the same initial growth in velocity, the xed di usivity
simulation (orange) simply grows to a steady state, as in the local model of H22 and akin to
most previous works treating magnetic e ects as a drag force. The other two simulations,
with time-varying MD, both develop oscillations, but bursting behavior only occurs if the
(time-evolving) spatial MD gradient is retained. This can be traced to large spatial gradients
of magnetic elds building up in the domain, enhancing dissipation and leading to very rapid
rise of the temperature (the burst), subsequently transitioning to decaying Alfvén waves.
These large magnetic gradients, building up in the lower part of the domain, can be seen in
Figure 3.8 (panels (a), (b), and (c)), where time-evolving pro les of the velocity and magnetic
eld are shown during a single post-burst Alfvénic oscillation. Such strong gradients are
absent in the simulation with ther  term arti cially zeroed out (bottom row). The velocity
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Fig. 3.6. Evolution of the T P pro le for the same solution as shown in Figures 3.3 and
3.4. The colors represent the phase of the 134 day recurrent cycle. The dotted line shows
the initial temperature pro le.

Fig. 3.7. Time series of the midpoint of three simulations with di erent treatments of the
MD. We show (a) the velocity and (b) the temperature. The parameters of the simulation
are the same as in Figure 3.3.
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Fig. 3.8. The top panels are showing the evolution of a solution including the term

of Equation (3.3), where we show (a) the velocity, (b) the magnetic eld, and (c) MD. The
bottom panels are showing the evolution of a solution omitting the term of Equation (3.3),
where we show (d) the velocity, (e) the magnetic eld, and (f) MD. The top panels cover
one Alfvénic oscillation (approximately 2% of the recurrence time) to better show the strong
radial gradients during the burst phase; the bottom panels show the full recurrence period.
The parameters of the simulation are the same as in Figure 3.3.

and magnetic eld also reach much smaller values when thre term is removed, while the
MD stays closer to its initial value. For example, at the center of the domain the peak
magnetic eld is 5 kG for the full simulation (Figure 3.3 (a)), but it drops to 50 G when
ther term is removed, and4d G for the xed case.

With our geometrical setup and simpli cations (i.e.,B By (z)%+ Bo2 andr d =dz),
the gradient term r (r B) associated with the ohmic dissipation term in thex-
component of the induction equation becomes equivalent{o r )By, which is structurally
akin to advection of By by a ow r . This is sometimes referred to as diamagnetic
pumping. In our simulations the eld is advected inward, ag By is negative during build-
up, while r is positive. When the Alfvén oscillation starts, large gradients build up near
the inner boundary, which lead to the very sharp increase in temperature due to a magnetic
eld varying very rapidly with depth, producing a large amount of ohmic heating.

3.3.3. Region of Parameter Space Exhibiting Sustained Oscillations
and Bursts

We nd that certain choices of parameters are needed for sustained oscillations/bursts.
For example, they occur only for equilibrium temperaturesTeq . 1200 K This can be
understood in terms of the magnetic Reynolds number, since a key characteristic of sustained
oscillations is that the system needs to move between weak and strong ux freezing, i.e.,
betweenRm < 1and Rm > 1 (H22). Figure 3.9 shows an estimate of the magnetic Reynolds
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number in the T P plane (for this estimate we assume a characteristic velocity of 5 kmls

a rough average of the velocities in our oscillating solutions). Figure 3.9 suggests that the
maximum equilibrium temperature allowing TRI-driven oscillatory bursts is around 1200 K,
since hotter models haveRm > 1 throughout the atmosphere (in agreement with Dietrich

et al. (2022), who also nd Rn= 1 at around 1300K). Any system above this equilibrium
temperature will be characterized by strong ux freezing from the beginning and will never
be able to oscillate aroundRm = 1. Conversely, colder atmospheres below around 1000 K
may never reachiRm > 1 as they do not experience enough heating, at least under reasonable
velocity forcing.

Fig. 3.9. Magnetic Reynolds numbeRm = ugH= as a function of pressure and tempera-
ture, where we take the characteristic velocitylo =5 km s 1, H is the pressure scale height,
and is evaluated at the local temperature and pressure. The solid lines represent typi-
cal T P proles of HJs used in our simulations, with intervals ofTeq = 50 K. The pro les
with Teq = 1000 and 1200K are identi ed with a label above them. The dotted line shows
Rm=1.

Figure 3.10 shows the dierent regimes in théleq B plane. We plot the recurrence
period of the TRI, and takev = 0:01 m s 2 and ¢ = 0:0005m? kg ®. Instability and
resulting oscillations are favored by weaker radial magnetic elds and lower equilibrium
temperatures. The cooler temperatures are expected from Figure 3.9. Weaker radial elds
require less forcing to be stretched azimuthally against the opposing Lorentz force, which is
necessary to generate electrical currents and ohmic heating, the main heating contributor.
As expected from H22, we have identi ed two di erent regimes in this gure: sustained
oscillations, and systems that either reach steady state by decaying Alfvénic oscillations or
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directly reach steady state. The recurrence period of the oscillations steadily diminishes
roughly as the systems approach the larger eld and temperature values, even across the
black line delimiting the two regimes. At smallB, the recurrence period roughly scales as

1:p B.

Fig. 3.10. Recurrence period in the instability region for systems witly =0:01m s 2 and
# = 0:0005m? kg * and di erent values of equilibrium temperature and radial background
magnetic eld. Three di erent regions have been identi ed corresponding to the behavior of

the systems.

3.3.4. E ect of Thermal Opacity Variations

In the simulations presented so far, we assumed for simplicity that the opacity, has
a constant value. In fact, the opacity varies strongly throughout the atmosphere, as can
be seen in Figure 3.11, where we plot the opacity in th€ P plane using the Freedman
et al. (2008) opacity tables for dust free gas at solar metallicity. Comparing with the typical
atmospheric temperature pro les shown in the gure, we see that the opacity varies by an
order of magnitude within our pressure range, and would also be changing locally during a
burst as temperature changes.

To check the e ect of opacity variations, we ran a simulation with a depth dependent
opacity pro le, but still time independent, using the initial temperature pro le to calculate

#n as a function of depth. We used the following parameterd3, = 30 G, T¢q = 1000 K,

v=0:01ms 2, Pr=0:01 Asacomparison baseline, we also ran a simulation with a constant
thermal opacity of , =0:0005m*kg * (log,; w = 3:3), which corresponds to the opacity

71



Fig. 3.11. Rosseland mean opacity from Freedmaet al. (2008) at solar metallicity in the
T P plane. The black lines represent standard P pro les used in our simulations with
Teq = 1000 K and 1200K.

at around 0.5 bar for this equilibrium temperature. The overall e ect of the depth dependent
opacity is that the outer part of the envelope is not as insulating as with a constant opacity.
Therefore, higher velocities are needed to reach the critical temperature, thus increasing the
recurrence time of the TRI. Otherwise, the two simulations are qualitatively very similar.

HJs may have larger metallicities than solar (Welbanket al., 2019). Freedmanet al.
(2008) also present the values of the mean Rosseland opacity for a metallicityMEH ] = 0:3.

On average, for temperatures above 1000 K, the opacity with enhanced metallicity is larger
by a factor of 1.7. Furthermore, the opacity presented by Freedmaet al. (2008) is for
dust- and cloud-free gas. However, the temperature range at which the TRI operates is in
a regime where both dust and clouds are expected, which would enhance the opacity of the
atmosphere. The opacity presented in Figure 3.11 is to be considered as a lower limit of the
expected opacity in the atmosphere of an HJ.

Moreover, the opacity enters the calculation of the thermal conductivity (see Equa-
tion (3.7)), which already varies with depth by a few orders of magnitude via its dependence
on density and temperature. Introducing a depth dependence on opacity only adds another
order of magnitude in the range of thermal conductivity (1= 4 ; Equation (3.7)), and
both 4, and decrease as pressure goes down. While not an insigni cant variation, con-
sidering the uncertainties regarding this quantity in HJ atmospheres, the use of a constant
thermal opacity is an acceptable approximation.
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3.4. Discussion

We have presented a model of a forced azimuthal ow in the equatorial region of an
HJ that captures the interplay between the dynamics associated with magnetic torques and
thermal evolution due to ohmic heating. We nd that self-sustained Alfvénic oscillations
are excited in the range of equilibrium temperature§e, 1000 1200 K for magnetic eld
strengths of tens of gauss (Figure 3.10). The oscillations occur in bursts, separated by long
periods in which the magnetic eld slowly winds up before a TRI is triggered (Figure 3.3).
The subsequent rise in temperature increases the Rm, the ow couples to the magnetic eld,
and oscillations occur. The need for the Rm to transition from below 1 to above 1 during
the cycle sets the temperature range in which oscillations occur, i.e., the temperature of the
atmosphere needs to be such that Rm 1 (Figure 3.9).

The spatial gradients of MD strongly modify the radial pro le of the Alfvénic oscillations
(Figure 3.7), including steepening of the magnetic eld pro le as perturbations propagate to
higher pressure, enhancing dissipation at depth. Such diamagnetic pumping has previously
been found conducive to dynamo action, given a suitable alignmentiof andr B (Busse
et Wicht, 1992; Pétréliset al., 2016; Rogers et McElwaine, 2017) (although see also Rudiger
et Schultz 2022). Note, however, that in our model setup dynamo action is precluded by
Cowling's theorem, since both the ow and magnetic eld are axisymmetric. In their 3D
simulations with a xed spatially varying electrical conductivity, Rogers et McElwaine (2017)
found dynamo action for hotter HJs (nightside temperature& 1400 K). These hotter models
would be expected to have large Rm (see Figure 3.9), enabling e cient dynamo action. At
the lower T values that we consider here, there could be recurrent bursts of dynamo activity,
triggered by TRI.

Although we include the radial structure of the atmosphere, our model makes a num-
ber of simpli cations. By restricting the geometry to the equatorial plane and assuming
axisymmetry, we must impose an external forcingv( Equation (3.5)) that models the day-
night forcing and transport of angular momentum into the equatorial region by the global
atmospheric ow. In addition, we have adopted the simplest possible eld geometry (radial
eld) that supports Alfvénic oscillations in our restricted geometry. This radial magnetic
eld could arise from a tilted magnetic dipole and/or global quadrupole eld component, for
example. To account for the uncertainty in the global eld geometry, we have considered a
range of di erent values for the radial magnetic eld at the equator spanning two orders of
magnitude. Full global dynamical models that include the temperature dependence of the
MD will be needed to address these assumptions. We also have assumed constant viscosity
and opacity in our model, and this could be relaxed in future work. Although the Prandtl
number is small in planetary atmospheres, it would be interesting to study the e ect of
its time dependence during the oscillation cycles. Including the temperature dependence
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of opacity would give a more accurate determination of the properties of the oscillations
(Section 3.3.4).

One impact of including additional physics in the model may be smaller oscillation am-
plitudes compared to those we nd here. For example, we nd that the zonal ows reach
supersonic velocities during the burst for some choices of parameters. In the evolution
shown in Figures 3.3 and 3.4, the peak velocity is above Mach 3. Supersonic velocities are
not necessarily unreasonable, considering that they are observed in global hydrodynamical
simulations (Cooper et Showman, 2005; Dobbs-Dixon et Lin, 2008; Showmetnal., 2009;
Lewis et al., 2010; Rauscher et Menou, 2010; Hergg al., 2011), where the maximum ve-
locities can reach9 10 kms ! at 2.5 mbar and around4 kms ' at 220 mbar (Cooper et
Showman, 2005; Rauscher et Menou, 2010). Dobbs-Dixon et Lin (2008) also note a peak
speed of Mach 2 at the terminator in their simulations. However, we note that our model
does not allow for processes, in particular the formation of shocks, that could limit super-
sonic ows. Similarly, additional physics could also intervene to prevent strong winding of
the magnetic eld, e.g., magnetic instabilities (Dietrichet al., 2022; Soriano-Guerreret al.,
2023). For example, Dietrichet al. (2022) estimate that horizontal elds of 4000 G(based
on a10 20 G planetary eld) could arise in KELT-9b from Alfvénic oscillations, similar to
the eld strengths we nd here (see, e.g., Figure 3.3 (a)). However, they estimate that both
Coriolis forces and Tayler instabilities would reduce this maximum eld strength by about
an order of magnitude. Finally, an improved treatment of both the outer and inner tem-
perature boundaries is needed to more accurately determine the peak temperatures reached
during the oscillations, in particular, allowing heat to propagate inward to higher pressure
and allowing the outer temperature to respond to changes in the outward heat ux.

With the approximations underlying our model in mind, it is interesting to explore the
possible implications for known HJs. Largdy sources are often considered most interest-
ing from the point of view of magnetism, since they have large Rm. Rogers (2017) found
oscillations in wind velocities and hot-spot displacement in simulations of the hot exoplanet
HAT-P-7 b (Teq = 2121 K) and inferred a lower bound on the magnetic eld strength needed
to reproduce observed variability. Our results suggest that HJs witfiq in the range 1006
1200 Kare interesting sources to model and to look at for variability driven by TRI. Possible
sources in this temperature range are WASP-69 b, WASP-29 b, and HAT-P-12 b on the
colder side and WASP-39 b, WASP-34 b, and HD 189733 b on the hotter side

Our results suggest a number of possible observable features of TRI-driven oscillations.
Typical recurrence times between bursts range from 2 months to a year depending on the
magnetic eld strength (Figure 3.10), and the periods of the Alfvénic oscillations are days
to 2weeks. While the burst of oscillations is ongoing, ohmic heating raises the atmospheric
temperature signi cantly (Figure 3.6), increasing the atmospheric scale height (by about a

SEquilibrium temperatures were obtained from the ExoAtmospheres database.
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factor of 2 in the model shown in Figure 3.6). In addition, the oscillations involve periodic
variations in velocity in the atmosphere, and could result in periodic displacements of the
hot spot around the substellar point.

In summary, the results in this paper and in H22 highlight the need to include the tem-
perature dependence of MD in atmospheric models and reveal a new regime of sustained
oscillations around Rm 1. A set of 3D simulations that include the temperature depen-
dence of MD spanning a range of temperatures are needed. This would allow exploration of
the full range of behavior, from drag at low Rm, to self-sustained oscillations near Rm1, to
dynamo action or magnetic instabilities at large Rm, as well as allow us to make predictions
for observables that could be used to constrain the role of magnetism in HJ atmospheres.
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Résumé.

Les Jupiter chaudes pourraient voir leurs atmosphéres sujettes a une instabilité ther-
morésistive. Une telle instabilité peut se développer lorsque le chau age ohmique augmente
la conductivité électrique dans une boucle de rétroaction positive, qui se termine par un
emballement de la température atmosphérique. Nous généralisons notre précédent modéle
unidimensionnel radial en représentant la température ainsi que la di usivit¢ comme un
développement de Fourier de premier ordre en longitude. Cette expansion longitudinale
permet de suivre I'évolution de la position du point chaud suivant le déclenchement de
l'instabilité thermorésistive et des oscillations Alfvéniques subséquentes. L'instabilité est
déclenchée de facon périodique et s'estompe aprés 10 jours seulement. Plusieurs mois
de lente croissance sont observés entre chaque déclenchement de l'instabilité. Nous présen-
tons des simulations représentatives subissant l'instabilité, ou la position du ux thermique
maximal (le point chaud) varie entre environ 60 durant quelques jours, avec une possible
augmentation de luminosité observable. Ainsi, cette instabilité thermorésistive pourrait étre
une caractéristique observable des Jupiter chaudes, si observées au bon moment.

Mots clés : magnétohydrodynamique (MHD) di usivité magnétique planétes et satel-
lites: planetes gazeuses planétes et satellites: atmospheres planétes et satellites: champs
magnétiques
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Abstract.

Hot Jupiter atmospheres are possibly subject to a thermoresistive instability. Such
an instability may develop as the ohmic heating increases the electrical conductivity in a
positive feedback loop, which ultimately leads to a runaway of the atmospheric temperature.
We extend our previous axisymmetric one-dimensional radial model, by representing the
temperature and magnetic di usivity as a rst order Fourier expansion in longitude. This
allows us to predict the hot spot o set during the rapid unfolding of the thermoresistive
instability and following Alfvénic oscillations. The instability is periodically triggered and
damped in 10 days, with months of slow buildup between recurring bursts. We show a
few representatives simulations undergoing the thermoresistive instability, in which the peak
ux o set varies between approximately 60 on a timescale of a few days with potentially
observable brightness variations. Therefore, this thermoresistive instability could be an
observable feature of hot Jupiters, given the right timing of observation and transit and the
right planetary parameters.
Keywords: magnetohydrodynamics (MHD) magnetic di usivity planets and satellites:
gaseous planets planets and satellites: atmospheres planets and satellites: magnetic
elds
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4.1. Introduction

Hot Jupiter (HJ) atmospheres are interesting case studies of extreme atmospheric dynam-
ics. Being tidally locked due to their proximity (. 0:1 AU) to their host star, the extreme
radiative heating on their dayside sustains large temperature gradients between their locked
day and nightside, which drives equatorial jets (Showman et Polvani, 2011; Komacek et
Showman, 2016; Read et Lebonnois, 2018; Imamue& al., 2020). These jets are usually
prograde in both observations and hydrodynamical simulations (Showman et Guillot, 2002;
Cooper et Showman, 2005; Showmaat al., 2009; Rauscher et Menou, 2010; Katariat al.,
2016). The jets advect the hot spot, the hottest region of the atmosphere, away from the
substellar point either eastward or westward depending on the direction of the zonal winds.
There are, however, a few exceptions displaying retrograde jets (Armstroagal., 2016; Dang
et al,, 2018; Bellet al., 2019; Jacksoret al., 2019; von Essert al., 2020).

The temperature regime characterizing HJs leads to partial ionization of their atmo-
spheres, which can then couple to the magnetic eld (Rogers et Komacek, 2014). Magnetic
e ects have been proposed as the cause of retrograde winds and westward hot spots, as
well as atmospheric variability (Rogers et Komacek, 2014; Rogers, 2017; Hindteal., 2019,
2021b,a; Hardyet al., 2022, 2023). The main source of ionization is alkali metals such as
potassium and sodium, which have low rst ionization energies (Perret al., 2010a; Batygin
et Stevenson, 2010). Previous studies have investigated magnetic coupling between the winds
in the upper atmosphere and the magnetic eld pervading the planetary interior, leading to
slower prograde equatorial jets, or even retrograde jets (Rauscher et Menou, 2013; Rogers,
2017; Menou, 2012b; Hindlet al., 2019, 2021b,a).

As the alkali metals start being ionized at the temperatures of HJ atmospheres, the
ionization fraction is very temperature sensitive. Thus, small temperature variations can
have very large impact on the magnetic di usivity (MD) and magnetic coupling (Perna
et al.,, 2010a). Menou (2012b) showed that a decrease ads temperature increases can drive
a thermoresistive instability (TRI), leading to runaway ohmic heating of the atmosphere
(see also Hubbardet al. 2012 and Priceet al. 2012). Rauscher et Menou (2013) included
this e ect in 3D atmospheric circulation models under the assumption that the magnetic
Reynolds number Rm remains small and so the magnetic forces can be treated as a drag
term (Perna et al., 2010a).

In order to explore the full range of dynamics including the regime of large Rm where
the plasma is strongly-coupled to the eld, we developed a simpli ed axisymmetric model of
the equatorial plane of a HJ (Hardyet al. 2022, 2023, hereafter H22 and H23). The model
assumes that angular momentum is continuously pumped into the equatorial plane from
higher latitudes, driving a zonal ow at the equator (Showman et Polvani, 2011). The work
of Hindle et al. (2019, 2021a,b) has shown that, at high temperature, the magnetic eld of the
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planet may reduce or even stop the angular momentum transfer from the higher latitudes.
However, such mechanism becomes important at higher temperatures than considered in this
work.

The radial component of the magnetic eld at the equator supports torsional Alfvén waves
and interacts with the ow. This geometry enables a study of the feedback between ohmic
heating, the evolving , and the dynamics, while also including the full radial structure
of the atmosphere. We showed that the outcome of the TRI in HJs with intermediate
temperatures (equilibrium temperaturesTe; 1000 1200 K) is to create bursts of Alfvénic
oscillations separated by longer periods of quiescence (H23). These time-dependent bursting
solutions are not present when is assumed to be time-independent; they represent a new
class of time-dependent behavior driven by the temperature-dependence of

In this paper, we extend the model of H23 by relaxing the assumption of axisymmetry.
We do this by using a low order Fourier expansion in the azimuthal angle, following the
approach of Tritton (1988) who studied the problem of convection in a torus. This expansion
enables us to include the variation in with  in an approximate way, allowing a study of
the displacement angle of the hot spot (temperature maximum) during the di erent phases
of the bursts created by the TRI. The results show that TRI could be a source of temporal
variability in the atmospheres of HJs, with occasional short-lived hot spot excursions in the
western hemisphere.

The paper is organized as follows. We describe the model in Section 4.2. We discuss in
detail the properties of two representative solutions in Section 4.3 and follow with a brief
discussion of behavior variations across the model's parameter space. We close the paper in
Section 4.4 by discussing possible observational signatures of the TRI, including variations
in the hot spot o set and the atmospheric temperature.

4.2. Extended One Dimensional Model in the Equato-
rial Plane

4.2.1. Model Setup

Following H23, we consider the atmospheric layer extending from a pressureldd bar
at the base to0:01 bar at the top, with gravitational acceleration g, = 9:0 m s 2. We
assume that the atmosphere is in hydrostatic balance and composed of an ideal gas of pure
molecular hydrogen. As the modeled layer represents only 3% of the planetary radius, we
adopt the plane parallel approximation where we map the the spherical coordinatés;r )
(longitude, latitude and radius, respectively) onto Cartesian coordinatel;y;z). We assume
that the ow velocity is in the longitudinal direction and depends only on height, i.e.ux(z).
Incompressibility (f  u = 0) then impliesuy, = u, = 0. The magnetic eld, satisfying

80



r B=0,is

B(z;t) = Bx(z;)& + Bo2; (4.1)
where By is a background radial eld andBy is the toroidal eld induced by di erential
rotation. As discussed by H23, such a radial eld component could arise from a misaligned
dipole, higher order multipole, or a local dynamo (e.g. Rogers et McElwaine 2017; Dietrich
et al. 2022). The simple magnetic eld geometry described by Equation (4.1) can still support
torsional Alfvén oscillations impacting zonal ows.

H23 assumed full axisymmetry. We relax this here by allowing the temperaturgé to
depend onx (corresponding to a longitudinal variation inT). Note that uy, and B, remain
axisymmetric: they must be independent ok in order for the velocity and magnetic eld
to remain divergence free. With these assumptions, the magnetohydrodynamics (MHD)
equations (Davidson, 2001) reduce to

@u_ Bo @R, @uy a: 4.2)

@ o @ @t
@5 _, @u, @@%, @B

@t 2 @: @@z’ @z’ (43)
er,  @T_leetr @ 1@k
@t T@x c,@z@z c,@% c, @z
! Iy (4.4)

po Ou 7, L
cp, @z 0Cp @z
These are the same set of equations considered by H23 except for the advective term on the
left hand side of Equation (4.4), which allows for the longitudinal advection of temperature.
Since the layer is thin, we assume that other terms involving horizontal gradients, for example
in the ohmic dissipation term, are negligible compared to vertical gradients. We use an
overbar to indicate quantities that are not time-evolved (see Section 4.2.3 for further details).
Equation (4.2) is the x-component of the incompressible Navier-Stokes equation where
is the gas density, and is the dynamic viscosity. The acceleration term

ay = vexp( P=bar); (4.5)

models the e ects of angular momentum transfer to the equator from higher latitudes, with
the pressureP measured in bars, ands setting the peak amplitude. Equation (4.3) is the

x-component of the induction equation. The temperature-dependent MD is given by
p_
T
(T)=0:023—m? s 1; (4.6)
e

taken from Menou (2012a) and based on the results of Draim al. (1983). The ionization
fraction ¢ is obtained from the Saha equation (Rogers et Komacek, 2014) adopting solar
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abundances as given in Lodders (2010) considering sodium and potassium only (these ele-
ments give the dominant contribution to the ionization). The heat capacity isc,, and the

thermal conductivity is de ned as
_ 16T 3

3w
where is the Stefan-Boltzmann constant and v, is the Rosseland mean opacity, operating
mostly in the infrared regime, where thermal emissions takes place. We use the thermal
conductivity to set the dynamic viscosity
—_ Pr .
&
where the Prandtl numberPr is assumed constant throughout the atmosphere.
In Equation (4.4) which gives the temperature evolution, we write the irradiation ux as

(4.7)

(4.8)

p
Fir = Fs( )exp 3 ,P=g; (4.9)

whereFs( ) is the incoming ux from the host star at the surface of the planet set by the irra-
diation temperature, , is the visible opacity which we keep constant a4:0 10 4 m? kg !
throughout all our simulations as in M12, and the 3 factor comes from the exponential in
Equation (29) of Guillot (2010).

4.2.2. Longitudinal Expansion

We now develop a low order expansion in the longitudinal direction, applying the ap-
proacht of Tritton (1988). We expand the -dependence of temperature and MD as

T( )= To+ Ticos + T,sin; (4.10)

~ )= o+ 1C0s + ;sin: (4.11)

We also assume for simplicity that the angular variation of the irradiation ux is given by
Fs( ) = Fs(0)(1+cos )=2, which has a maximum at the substellar point ( = 0) and drops
to zero at the anti-substellar point ( = ). Inserting these expansions into Equation (4.4),
with = x=R, and identifying terms that are independent of , proportional to cos , or

Mritton (1988) studied convection in a vertical torus heated at the bottom and cooled at the top. Interest-
ingly, for that case an expansion ofT( ) in cosand sin terms leads to a set of equations equivalent to the
famous Lorenz equations (Lorenz, 1963).

2We note that including a more realistic irradiation prole, Fs( )/ cos forj j< =2and0for =2 <

j j< gives a similar low order expansionFg( ) =( Fs(0)= )(1+( =4)cos ).
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proportional to sin , gives evolution equations for the amplitudedy,, T, and T,:

@_ 1@@3, @ 11@F

@ c,@z@z c, @ 2c, @z
! !
@u°, o @B°

Yo @t ec, @z (412
@T_ uwl., 1@@T,  @n
@t R cC,@z@z c, @%
11 @F , @B °
*2e @2t oo @z (443
@1I_uTl, 1@@F, _ @
@t R Cp @z@z c, @%
|
2 @5.2
t e @z (4.14)

The original 2D problem given by Equations (4.2) (4.4) has been reduced to the set
of coupled 1D equations (4.2), (4.3), and (4.12) (4.14). These can now be solved to nd
the time-evolution of u,(z;t), Bx(z;t), and the temperature component3y(z;t), T1(z;t) and
T,(z;t). One complication is that appears in the induction equation (Equation (4.3)), in-
troducing a -dependent term into that equation. To remain consistent with our assumption
of axisymmetric By, we use the axisymmetric term o when evaluating those terms in the
induction equation.

To obtain the coe cients o, 1, and , at each time step, we rst evaluate ( ) using
Equations (4.6) and (4.10). A least squares t of the functional form of Equation (4.11) to

( ) then gives

o= 1 () (4.15)
P
1= —P (ngs)( ) ; (4.16)
P .
)= —P (Si)nfén() ), (4.17)

where the sums are over the grid af  -values at which ( ) has been evaluated. Note that
since is exponential in temperature, a sinusoidal expansion of ) as given by Equation
(4.11) is not necessarily a good approximation. We nd that this approach reproduce$ )
to within a factor of 6 at worst, but within ten percent during most of the simulation, which
is reasonable considering that the amplitude of can change by orders of magnitude during
an oscillation (see Appendix 4.5.1 for further details).
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Parameters Values

Bo (G) [1, 100]

v(ms 2 [0.0001, 0.01]
n (M2 kg 1) [0.0001, 0.001]
Teq (K) [1000, 1200]
Pr [0.01, 0.1]

Table 4.1. Ranges of the parameters used in the simulations. See H23 for further justi -
cations for the parameter ranges.

4.2.3. Boundary Conditions, Initial Conditions, and Choice of Pa-
rameter Values

The boundary conditions foru, and B, are the same as speci ed in H23. We impose the
inner layer of our domain to be corotating with the core of the planet, settingi, = 0, and
we set the outermost layer to be free of any mechanical stresses, sett@g=@z= 0. At
the base of our domain, we impose magnetic stresses to vanish, sett@&§=@z 0 while at
the top we consider a magnetic vacuum boundary condition, setting, = 0. We assume a
constant axisymmetric heat ux Fo coming from the hot planetary core, so that the bottom
boundary condition for the axisymmetric part of the temperaturely(t) is @F=@z= Fo= .
We use the ux T, for an interior temperature of Tiy = 150 K, as in M12 and H23 for
Fo. The axisymmetric interior ux thus impose T; and T, components to have constant zero
ux, setting @T=@z @J=@=z= 0. At the outermost layer, we consider the thermal ux to
adjust to the temperature. To do so we consider the thermal ux as

@T_4_.,

@ 3 T4 (4.18)
where the4=3 factor is introduced to reproduce the results presented by Guillot (2010). With
this equation, we can isolate the temperature derivative, and use the longitudinal expansion
procedure to get@ I=@z@ T=@ and @ =@z The free parameters used for the temperature
pro le are the equilibrium temperature T¢q and the thermal opacity .

We ran a grid of models covering the ranges of parameter values shown in Table 4.1,
using the same initial conditions for all simulations. For our initial conditions, we set the
atmosphere to be in solid-body rotation, thusu, = 0 across all layers, and the background
magnetic eld is undisturbed, leaving only the radial eld, thusBy = 0. We let the initial
steady-state temperature pro le obtained by an ODE solver relax in a time-dependent code,
while also lettingP; ; and adjust to the changing temperature, but these quantities are
kept constant once the relaxation procedure completed. As the uid is initially under solid
rotation, T, = 0 across the atmosphere. We then use Equation (4.6) with the initial( )

pro le to construct the initial ~( ).
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We base our radial eld estimate on the works of Yadav et Thorngren (2017) and Cauley
et al. (2019). The former uses a magnetic eld-luminosity scaling law introduced by Reiners
et Christensen (2010) to estimate dipole eld strengths. Their dipole estimates range from
a few Gauss to around 250 G. Caulegt al. (2019) deduced surface magnetic eld strengths
between 20 G and 120 G using star-planet interactions using the Ca Il K emission line.
However, as our parameteB, is the radial value, we must consider either a tilted dipole
eld or a quadrupole. We defer the reader to H23 Section 2.4 for further justi cations. Based
on the works of Rogers et Komacek (2014) and Rogers (2017), H22 estimated the values of
v to be around10 “to 3 10 *m s 2. We thus decided to explore this parameter within
the interval shown in Table 4.1. See H22 Section 4.1 for further details. In our temperature
range of interest, values of the thermal opacity, ,, shown in Freedmanet al. (2008) may
vary between 10 #and 10 2 m? kg 1. We base our equilibrium temperature range on
Hardy et al. 2023. TRI was shown to be most susceptible to happen within the 1000-1200 K
range, which puts the atmospheres in a Goldilocks zone of ionization for TRI. We chose a
conservative values of the Prandtl number between 0.01 and 0.1, as may be evaluated from
the ab initio values given in Frenchet al. (2012).

4.2.4. Numerical Scheme

The numerical solver is a straightforward generalization of the scheme presented in H23.
The velocity, the magnetic eld, and all components of the temperature are advanced in
time exactly as in H23. We use 400 grid points equidistant in radius, and 360 grid points in

to carry out the tto (). This numerical grid is ne enough to resolve boundary layers
and longitudinal dependencies with good computational speed. We adopt a constant time
step, chosen short enough to properly capture the bursts following the TRI. This requires

t = 20 s, with a typical simulation requiring three million time steps. The radial resolution
needs to be chosen carefully, because under-resolving the system leads to the appearance
of kinks in the pro les that arti cially inject energy into the system through enhanced
dissipation. These kinks appear once the instability is triggered, therefore they do not
fundamentally change the behavior of the system, but they do arti cially extend the decay
phase of post-burst Alfvén waves. To avoid any numerical issue with our magnetic di usivity,
we have also imposed a maximum df0*? m? s ' onto the MD, mostly notable near the
beginning of the simulations, where the nightside is at its coldest.
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Fig. 4.1. An example of bursting behavior driven by TRI. We show the time series of (a)
velocity and magnetic eld, (b) temperature and magnetic Reynolds number, and (c) angle
of the maximum temperature. All quantities are measured in the center of the domain. The
model shown has parameterB, =3 G, v.=0:006 m s?, Pr=0:01, 4 = 0:0008 nt kg *
and Teq = 1000 K.

4.3. Results
4.3.1. Representative Simulations

We rst show a representative simulation exhibiting periodic bursts of Alfvén oscillations
triggered by the TRI. To best illustrate the features of a burst and subsequent decaying
Alfvén waves, we have chosen a representative simulation with paramet®&s =3 G, v =
0:006 m s?, Pr=0:01,  =0:0008 nt kg * and Teq = 1000 K.

Figure 4.1 shows the time series of the longitudinal velocity and magnetic eld component,
as well as the temperature and magnetic Reynolds numbeRifi = uyH= o, with H the local
pressure scale height) at the center of the domain. In addition, we also show the longitudinal
position of the maximum of T( ) in the center of the domain (bottom panel). The general
behavior is similar to that found in H23. In panel (c) of Figure 4.1, we see that the hottest
point at mid-depth reaches longitudinal displacement oB6 during the build-up phase.
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Fig. 4.2. Ratios of timescales in the system during oscillations in the simulation of Figure
4.1; (a) the advection timescale (g = R=juyj) versus the thermal di usion timescale (4 =
H?=), (b) the advection timescale versus the Alfvén timescale {; = H=u,). The length
scale used to measure these is the pressure scale heightfor s and 4 which we update
with the axisymmetric temperature value at every time step and the radius is used fogg, .

However, once the TRI is triggered, the position of the hottest point rapidly shifts far into
the western hemisphere, and remains there for nearly 10 days in this simulation.

Figure 4.2 shows the ratios of the main timescales in the system during the simula-
tion. Panel (a) indicates that thermal di usion overwhelms advection almost throughout
the simulation, with the exception of the Alfvénic oscillations at depth, where they share
similar values. As thermal di usion is almost always the leading heat transport mechanism
to a varying degree throughout the simulation, nding the displacement of the temperature
maximum is not simply a matter of time-integrating the velocity. As di usion overwhelms
advection, the hottest point does not reach large longitudes as heat di uses quickly before
it can be advected. In panel (b), during build-up, advection dominates over Alfvénic e ects,
but during the short-lived oscillations, the Alfvén timescale decreases to become smaller than
the advection time, and thus dominates only in the thin red stripes regions.

Figure 4.3 shows the depth-dependence of key variables as a function of time. Panels
on the left hand-side represent the representative solution witBy = 3 G, and the right
hand-side solution haBy = 10 G instead. Panels (a) (f) show the evolution of the velocity,
magnetic eld and the temperature. These are similar to the results from H23. We see strong
heating of the atmosphere at depth during the oscillatory phase, with the TRI initially
starting at a pressure of 0:2 bars and propagating downwards towards the 1 bar level.
Panel (k) and (I) show the evolution of the magnetic Reynolds number. As the magnetic
Reynolds number crosses unity, the TRI is triggered and as it dissipates through Alfvénic
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Fig. 4.3. Spatiotemporal evolution of (a)-(b) the velocity, (c)-(d) the magnetic eld, (e)-(f)
temperature, (g)-(h) the longitudinal temperature di erence between the hottest and coldest
points at each depth, (i)-(j) angular o set of the hottest point at each depth, and (k)-(l)
magnetic Reynolds number for simulations wittBg = 3 G (left) and Bo = 10 G (right), and
other parameters as on Figure 4.1,
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Fig. 4.4. Depth-longitude temperature maps during three di erent instants; (a) initial con-
dition, (b) rst build-up phase and (c) during the rst burst of the simulation. The thin
black lines are temperature isocontours with 50 K spacing, and the thicker black line track
the hottest point at each layers.

oscillations, the system returns to a quiescent build-up phase evolving towards a steady state,
until the next TRI is triggered. The magnetic eld strength during the oscillation phase can
become large enough that magnetic pressure is signi cant in some regions; we discuss this
further in Appendix 4.5.2.

The longitudinal variations of temperature are summarized in panel (g) and (h), which
shows the temperature di erence between coldest and hottest spots at each depth, and panel
(i) and (j), which shows the angular position 1, of the hottest point at each depth. The
rapid vertical thermal di usion prevents strong variations of 1, with depth, except at the
highest pressures where the angular displacements lag those at higher altitudes. The largest
0 sets occur when the advection timescale is closest in size to the thermal di usion timescale
(Figure 4.2). Were advection to be the dominant heat transport mechanism, we would expect
an isothermal ring to form around the planet; in the opposite limit of negligible advection,
we would expect the hottest point to remain at the substellar point. As the simulation moves
between these limits, the o set can go beyond the terminator when advection is strongest,
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but returns on the eastern dayside when di usion dominates again. The largest temperature
di erence across the surface is seen in the decaying phase, wherke reaches 80 K at

P 0:2 bars for the 3 G simulation, and 160 K for the 10 G one. This is much smaller than
the change in the axisymmetric component of the temperatur&, during the burst, so that
the heating from the TRI is close to being axisymmetric.

Figure 4.4 shows the depth-longitude temperature maps during three distinct instants.
Panel (a) shows the initial condition of the atmosphere. We see a temperature contrast
of about 1000 K as the uid is at rest. In panel (b), extracted during the slow buildup
phase, the advection has become important and the temperature is almost homogeneous
in longitude. The hot spot is also advected eastward, with the smallest deviation at lower
pressure, where the thermal di usion is fastest, as shown in Figure 4.2. Panel (c) shows the
large rise in temperature caused by the TRI and the shift in hot spot caused by the reversal
of the equatorial jet. While at lower pressure, the hot spot is near substellar, at depth the
hottest region is well into the western side of the dayside of the planet.

Figure 4.5 (a) shows the time-evolution of the thermal ux coming out of the at-
mosphere for di erent values ofBo. We rst evaluate the outwards ux at the surface
Fot( )= @T( )=@p-=,, as afunction of , and then integrate =:22 Fout( )cos d to
approximate observing the dayside of the planet (e.g. during secondary eclipse). The same
procedure is used for the nightside. The kinetic energy from the forcing, which is ultimately
transformed into heat through magnetic eld induction followed by ohmic heating, enhances
the thermal ux by factors of 4 5 compared to the initial advection free value. The dotted
lines representing the angle-averaged thermal ux of the nightside is indistinguishable from
the dayside at the start of TRI, but as irradiation is smaller, this region can cool down faster.

Figure 4.5 (b) shows the longitudinal position of the thermal ux peak. The faster vertical
thermal di usion at low pressure means that the o set of the hot spot at the surface is reduced
compared to the o set of the hottest point at depth (Figures 4.3 and 4.4). Nevertheless, the
behavior in time remains similar: it grows toward an equilibrium displacement of 70
eastwards during the quiescent phase and reaches closé@ westward after the onset of
TRI. Once the ow decouples from the eld and the oscillations damp down, the hot spot
displacement then relaxes back toward equilibrium over about 10 days. We note that due to
a longer Alfvén timescales (v / B, 1), the simulations with a lower B, see their magnetic
eld decouple from the ow before completing a full Alfvénic oscillations. Indeed, in the 1 G
and 3 G simulations, the hot spot o set goes westward once, and remains westward fod0
days forBo = 3 G and over a month forBy = 1 G, before returning to equilibrium on the
eastern hemisphere.
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Fig. 4.5. Day and nightside angle-averaged thermal ux at the surface (full and dotted
lines respectively), normalized by the ux value on the dayside at the start of the simulation
(advection free) (top panel), and the angular o set of the maximum in the thermal ux
(bottom panel). We show results for simulations with a range of di erenB, values. The
representative solution from Section 4.3.18, = 3 G) is plotted in green. The recurrence
period of theBy =1 G is roughly a year, thus only a single burst is visible on these plots.

4.3.2. Dependence on input parameters

The set of parameters chosen for the simulations presented are only few of many choices
that lead to TRI. With ve di erent control parameters that can be varied, the behavior
of the di erent solutions changes. Increasing the radial magnetic eld strength reduces the
recurrence period of the TRI, by reducing the velocity needed to trigger the instability,
heating being faster with a stronger magnetic eld. As such, the kinetic energy reservoir is
smaller when the TRI triggers for largerB, values, thus the thermal ux outgoing from the
atmosphere is reduced, as seen in Figure 4.5 (a). The acceleratigrwhen increased, also
reduces the recurrence time as more energy is injected into the system per unit time. This
energy is converted into heat and the critical temperature wherBm = 1 is reached faster.
However, if the acceleration is too large, then the system will remain too hot and recurrent
TRI will not be possible; whereas if it is too small, then the critical temperature will never be
reached. The equilibrium temperature dictates the initial magnetic Reynolds number value.
Considering only equilibrium values compatible with TRI, a hotter atmosphere will reach
TRI faster than a colder one with the same parameters, therefore reducing the recurrence
period. As for the thermal opacity ,, a larger value will also help the atmosphere to reach
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TRI faster as heat is dissipated more slowly, therefore also reducing the recurrence period.
The quantitative e ect of By and Teq can be seen in Figure 10 of H23.
Although we nd very similar behavior to H23, for a given set of parameters the precise

evolution is di erent. As discussed in Section 4.2, we use the longitudinally-averaged Mbp
in the induction equation, which is larger than in the fully axisymmetric model of H23, where
only substellar conditions were considered. As we are also considering the colder nightside,

o Is larger than at the substellar point. Thus, the system needs to reach larger velocities
to generate large enough values &, to compensate for the larger di usivity, which reduces
the value of the magnetic Reynolds number, making it harder for the system to reach the
critical value of Rm = 1, triggering the instability. Only if the system is able to reduce its
temperature after the TRI through an outgoing thermal ux at the upper boundary, thus
going back to Rm smaller than unity, can the system generate recurrent bursts. Overall, the
larger MD shifts the instability region to larger values ofTeq, n andv.

4.4. Discussion

Building on the work of H23, we have presented here a simple model which encapsulates
the longitudinal dependency of the temperature in a HJ atmosphere susceptible to the TR,
allowing to capture the time-variability of the hot spot o set from the substellar point. We
were able to simulate the hot spot displacement during a burst triggered by TRI from 0.01
bar to 1 bar. These simulations suggest that it may be possible to detect the occurrence
of this instability in the atmospheres of these gas giants. Our simulations indicate that
the TRI could produce signi cant hot spot o set variations, ranging from 66 eastward
to 56 westward, somewhat larger than the o set range found fronspitzers phase curves
by Bell et al. (2021). The recurrence time and Alfvénic oscillation periods found in H23
are still valid for this longitudinally-extended model. The reanalysis of phase curves of 16
planets done by Bellet al. (2021) shows o sets between 387 *3 (CoRoT-2b) and 434 %1
(HD209458b) in the colder regime Ty < 2500 K). Comparing our results to the model
presented in Komacelet al. (2017), our o set results for oscillating systems are comparable
to the fastest superrotating equatorial jets presented in that study§ km s 1), and long drag
timescales (arag = 10° 10’ s). Indeed, Komacelet al. (2017) are expecting o sets of around
60 70 with these physical characteristics. Figure 4.6 shows drag timescale throughout the
representative solution. Outside of the TRI, the viscous drag is dominating, with associated
timescale in the rangel® 10° s, depending on depth. During TRI, magnetic drag is the
biggest contributor, dropping the drag timescale down td0* 1 s. The repercussions of
this drop is seen in the hot spot o set. Indeed, after the decaying oscillations and before
build-up starts, the o set is near 0 , as predicted by models with small drag timescales in
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Fig. 4.6. Total drag timescale dened as gag = [ *+ ng-g] ! where = H2= isthe
viscous drag timescale andmag = o 0=Bj is the magnetic drag timescale. Viscous drag
timescale ( ) is shorter during build-up, but as TRI occurs, nag becomes much smaller and
the magnetic drag timescale dominates the ow dynamics. The black line denotes where

= mag-
Komaceket al. (2017). Thus, our o set values seem reasonable considering our simpli ed
model.

Keating et al. (2019) have inferred the temperatures on the day and nightside for 12
exoplanets. The temperature contrast between the dayside and the nightside varies between
150 K for HD189733b and 1040 K for WASP-18b. We note however that only HD189733b and
HD209458b have dayside temperatures below 1500 K. The latter has a temperature contrast
of 189 K. The rest of the sample presented in that paper is too hot to be conducive to the
TRI. We note that the analysis presented by Belket al. (2021) nd a temperature contrast
of 287 K for HD189733b. The representative solution of Section 4.3.1 has a maximum
temperature contrast of 80 K after the TRI burst. However, during build-up as the system
nears steady-state before the TRI triggers, the temperature contrast is around 30 K only.
Thus, assuming the temperature contrast of Keatinget al. (2019) are from steady-state
planets, our model seems to underestimate this characteristic of the atmosphere. Our rst
order Fourier expansion restricts the way we can heat the atmosphere in our modeling.
As our heating is modulated by(1 + cos( ))=2, we are also heating parts of the nightside,
reducing the temperature contrast between day and nightside.

The ux variation caused by the thermal runaway of the TRI, as shown in Figure 4.5,
would certainly be the most conspicuous observable telltale sign of the TRI. Indeed, for our
representative solution, the outward thermal ux momentarily grows vefold. Therefore, any
planets with a much larger luminosity than expected may be undergoing TRI. However, the
limitations of our model must again be emphasized. The dynamical variables, and By,
are assumed axisymmetric. The longitudinal velocity is expected to have many small scale
structures interacting with higher and lower latitudes, breaking symmetry. Large scale ows
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coming from higher and lower latitudes would also break symmetry. As for the magnetic
eld, only a perfectly aligned dipole would be axisymmetric. With such asymmetry, we
would assume to be harder for the TRI to trigger globally as turbulence, local instabilities,
etc. may slow down winds, thus reducing ohmic heating. On the other hand, turbulence
may enhance ohmic heating through shearing. Thus, the exact e ects of a more complex
model on the TRI is unclear. TRI may rather operate locally and signi cantly reduce the
predicted values of Figure 4.5. For these reasons, our model provides an upper limit to the
e ects of TRI onto HJs atmospheres. In addition, while the model presented in this work
requires ohmic heating to reach the critical magnetic Reynolds number, such heating could
be secondary if considering the increase in temperature at the morning terminator. Indeed,
as the cold gas of the nightside arrives on the dayside, stellar ux could be the heat source
required to trigger TRI at the morning terminator.

Simulations with larger magnetic eld strengths show shorter recurrence periods and
smaller oscillation amplitudes, and vice versa, for xed values of other parameters. From
H23, we recall that beyond a certain magnetic eld strength, for a given set df.q, v and

th, the system is no longer susceptible to the TRI, and instead reaches a steady state.
Therefore, as the eld strength increases, the o set range diminishes. Moreover, as argued
in Section 4.3.2, the other observable characteristic of TRI, the outgoing ux, should also
favor weaker eld, as stronger elds show smaller variations in their outgoing thermal ux.
The estimated dipole eld strength by Yadav et Thorngren (2017) for HJs averages around
100 G, but as our input eld strength represent the radial component, and as argued in
H23, a 100 G dipole eld yields a radial component up to 17.4 G with an inclination dfO
in respect to the rotation axis. At the maximum value predicted by Yadav et Thorngren
(2017), 250G, and the same inclination, we would get a radial eld strength of 43.4 G.
Thus, given the right set of parameters, all eld strength proposed by Yadav et Thorngren
(2017) are potential candidates for TRI.

As the true physical boundary conditions on the di erent temperature component is un-
clear, we have tested many di erent combinations, before settling on the one presented in
this work. We tested havingT,; and T, xed to zero at both boundaries. At the bottom, this
would represent a core with an axisymmetric temperature. At the top, it would mimic an
e cient thermal conductor. For the axisymmetric part, we kept it constant at the top and
kept the internal planetary ux, as in H23. However, with these assumptions, the tempera-
ture contrast had a maximum around half that characterizing our representative simulation,
i.e., much smaller than anticipated from other numerical models and observations. Keeping
the temperature constant at the outermost layer also has the e ect of radically increasing
the outgoing thermal ux. The angle averaged thermal ux coming out of the atmosphere
would be double what we present. Thus, the ux-temperature relation was chosen for the
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top boundary condition on the temperature components, and an insulating bottom boundary
condition for T; and T, was also adopted.

While we only presented results from simulations with Prandtl number of 0.01, we tested
larger values, i.e. giving more importance to viscosity. A larger Prandtl number has the e ect
of reducing the drag timescale, thus reducing the ow velocity, but also enhancing viscous
heating. This shifts the region of parameter space susceptible to TRI to lower temperature
and stronger forcing, as to counteract the e ect of stronger viscous drag. However, velocities
of around 10 km s ! seemed to still be required to trigger TRI. For example, Pr=0.1 yields
periodic TRI at equilibrium temperatures of 700-800 K, putting these atmospheres closer
to the warm Jupiters regime rather than to hot Jupiters. Moreover, enhancing the Prandtl
number beyond the expected value from micro physics could also be a way to take into
account omitted physical phenomenon, such as ow out of the equatorial plane, shocks, and
turbulence.

Finally, we want to point out that the magnetic Prandtl number (Pm = = ;) remains
below unity. For the representative solution of Section 4.3.1 witlB, = 3 G, Pm reaches a
maximum value o0f0:98, and goes down to 10 ° at depth during the quiescent phase, when

o is at its largest. Thus, viscous dissipation never dominates, but may be comparable to
ohmic heating during TRI.

In summary, together with H22 and H23, our results show that a temperature dependent
MD can impact the atmospheric dynamics drastically. Thus, in the regimes where the
magnetic Reynolds number is around unity, it would be imperative to further extend models
to implement such dependence. A complete 3D model or simulation would be necessary to
incorporate all physical mechanisms susceptible to impact, positively or negatively, the TRI.
Such a model would also lead to better predictions of the observable o set variability caused
by the TRI, but also the changes in luminosity associated with the thermal runaway of the
instability.
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du Québec (CRAQ). A.C. is grateful to the Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences,
Cambridge, for support and hospitality during the programme Anti-di usive Dynamics:
from sub-cellular to astrophysical scales supported by EPSRC grant no EP/R014604/1.
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4.5. Appendix

4.5.1. Accuracy of the sinusoidal assumption for the angular de-
pendence of the magnetic di usivity

As discussed in the main text, becausgT) is strongly non-linear inT (Equation (4.6)),

a sinusoidalT( ) as assumed in Equation (4.10) does not givd ) that is also sinusoidal.

Therefore, when we expand( ) in the form of Equation (4.11), with sin and cos terms

only, we introduce an inaccuracy. The inaccuracy is largest when the temperature contrast
T is large too.

To assess the magnitude of this error, Panel (a) of Figure 4.7 compares the trug)
corresponding toT( ) obtained using Equation (4.6) (solid lines in color) and the corre-
sponding Fourier t « ) (Equation (4.11)) (black dotted lines). We show curves at various
times during the oscillation cycle of the TRI, during which varies by more than three orders
of magnitude as the atmospheric temperature changes. The relative deviations between the
real pro les and their t are plotted in panel (b). Considering the large range over which
varies over the oscillation, we nd that the ( ) pro les are reproduced reasonably by the si-
nusoidal approximation, with largest deviations reaching 20% locally, but usually remaining
below 5%.

Panels (c) and (d) of Figure 4.7 are similar to panels (a) and (b) except now we compare
the longitudinally-averaged component o with the true () prole. This is important
because, as discussed in section 4.2, we ugdo replace in the induction equation. We
underestimate the true by a factor of 50% at the substellar point at some phases of the
Alfvénic oscillations, down to 10% right before TRI. This leads to a small change in the
instability boundary in parameter space compared to H23, as discussed in section 4.3.2.

4.5.2. Ratio of magnetic pressure to gas pressure

Because our model precludes vertical motions, there is no consequence to the magnetic
pressure P,y exceeding the gas pressurBgys. In reality this could possibly lead to a
buoyancy-driven instability (e.g. Newcomb 1961; Parker 1975; Fan 2021; see H23 for fur-
ther discussion). We do nd that many models reactPmag=Pyas ratios slightly larger than
unity in some small regions of the atmosphere during TRI. In the representative solution with
Bo =3 G, Pmag=Pyas reaches 10 near the base of the layer during the Alfvénic oscillations.
Investigation of the e ects of this, for example whether instabilities have time to grow and
the subsequent vertical transport, would be an interesting avenue for future investigations.

96



Fig. 4.7. (a) ( ) corresponding toT( ) obtained using Equation (4.6) (solid lines in color)
and the corresponding Fourier t~ ) (Equation 4.11) (black dotted lines). (b) The fractional
di erence between ( ) and ~ ). The values are taken equidistant in time during a burst
and the following decaying Alfvén waves (right-hand side of Figure 4.1). (c) Similar to panel
(a) but now comparing ( ) with the longitudinal average o. (d) The fractional di erence
between ( ) and . This is for the simulation with Bo = 10 G shown in Figure 4.3.
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Résumé.

Les atmospheres des Jupiter chaudes o rent d'excellents laboratoires pour I'étude d'une
instabilité thermorésistive. Cette instabilité surgit lorsque le chau age ohmique augmente
la conductivité électrique dans une boucle de rétroaction positive menant & un emballe-
ment thermique. L'équation de la température, couplée avec les équations du mouvement
et du champ magnétique forment un systéeme non linéaire fortement couplé du troisieme
ordre. Des comportements chaotiques émergent naturellement de ce systéme d'équations.
Nous présentons d'abord une simulation sans chaos a n de valoriser la complexité du sys-
téeme en régime non-chaotique, ou l'instabilité se déclenche de facon périodique sous forme
de sursauts. Nous nous concentrons ensuite dans la région de I'espace des paramétres ou
des comportements non périodiques se manifestent et démontrons leur nature chaotique.
La région chaotique est limitée a une bande étroite dans I'espace des parametres ou l'in-
stabilité thermorésistive se manifeste. Di érents régimes de comportements périodiques se
manifestent de chaque coté de la bande chaotique. A l'aide d'une analyse de stabilité, et
de la méthode de linéarisation, nous démontrons ainsi comment le chaos peut étre com-
pris comme une transition entre ces di érents régimes oscillatoires. Ces di érents régimes
peuvent eux-mémes étre compris comme des régimes suramorti et amorti.
Mots clés : magnétohydrodynamique (MHD) di usivité magnétique planétes et satel-
lites: planétes gazeuses planétes et satellites: atmosphéres planétes et satellites: champs
magnétiques Théorie du chaos Non-linéarité
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Abstract.

Exoplanets known as hot Jupiters o er a unique testbed for the study of the magne-
tohydrodynamical thermoresistive instability. This instability arises when ohmic heating
enhances the electrical conductivity in a positive feedback loop leading to a thermal run-
away. The heat equation, coupled with the momentum and magnetic induction equations,
form a strongly coupled non-linear third order system, from which chaotic behavior emerges
naturally. We rst illustrate and discuss the dynamical impact of the thermoresistive in-
stability in a representative solution in which the instability recurs in the form of periodic
bursts. We then focus on the physical parameter regime in which aperiodic behavior occurs,
and demonstrate its chaotic nature. The chaotic regime turns out to be restricted to a
relatively narrow region of parameter space within the domain where the thermoresistive
instability occurs, on either side of which di erent classes of non-chaotic periodic behavior
are observed. Through a linear stability analysis, we showcase how chaos appears at the
transition between these dynamically distinct oscillatory regimes, which may be understood
as overdamped and damped nonlinear oscillations.

Keywords: magnetohydrodynamics (MHD) magnetic di usivity planets and satellites:
gaseous planets planets and satellites: atmospheres planets and satellites: magnetic
elds Chaos theory Nonlinearity
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5.1. Introduction

Hot Jupiters (HJs) are giant gaseous planets with radii around 10 times larger than
Earth, similar to Jupiter and Saturn, orbiting stars in our galaxy. While Jupiter takes
almost 12 years to orbit the Sun, these exoplanets orbit their host star in less than 10 days.
This translates, via Kepler's laws, into a star-planet orbital radius of only roughly 0.05
Astronomical Units (one AU being the mean Sun-Earth distance; for comparison, Mercury
has a semi-major axis of 0.387 AU). This proximity to their host stars leads to orbital
circularization and tidal locking, like in the Earth-Moon system. This results in a permanent
and highly irradiated day side with temperatures reaching from 1000 K to 2500 K, and a
much colder night side. This makes HJs arguably some of the most extreme and peculiar
type of planets in the known universe.

The large temperature gradient between the day and night sides drives planetary scale
ows propelling a superrotating zonal jet centered at the equator (Showman et Polvani, 2011,
Komacek et Showman, 2016; Read et Lebonnois, 2018; Imamataal., 2020). These jets may
reach velocities of a fekm=s (e.g. Snelleret al., 2010; Henget al., 2011; Louden et Wheatley,
2015; Brogiet al., 2016; Komaceket al., 2017; Seidekt al., 2021). While observations and
hydrodynamical simulations favor prograde winds on these planets (Showman et Guillot,
2002; Cooper et Showman, 2005; Showmahal., 2009; Rauscher et Menou, 2010; Kataria
et al., 2016), a handful of observations and magnetohydrodynamical simulations have shown
that retrograde and time-variable winds are possible (Armstrongt al., 2016; Rogers, 2017;
Dang et al., 2018; Bellet al., 2019; Jacksoret al., 2019; von Esseret al., 2020). While no
consensus has been reached on the dominant mechanism, we focus here on magnetic e ects
(Rogers et Komacek, 2014; Rogers, 2017; Hinddeal., 2019, 2021a,b).

Alkali metals, such as sodium and potassium, are expected and have been detected in HJs
from spectroscopic observations (e.g. Welbanlks al., 2019). The high dayside atmospheric
temperatures lead to partial thermal ionization of the alkali metals, which have low rst
ionization energies (Pernat al., 2010a; Batygin et Stevenson, 2010). The unbound charged
particles produced by ionization, in turn, can interact with the background magnetic eld
of the planet, leading to magnetohydrodynamic (MHD) e ects (Rogers et Komacek, 2014;
Rogers, 2017; Hindleet al., 2019, 2021b,a; Hardet al., 2022, 2023, 2025; Soriano-Guerrero
et al., 2023). The ionization is only partial at these temperatures and sensitively depen-
dent on it, i.e., an increase in temperature will exponentially increase the ionization fraction
(Perna et al., 2010a; Menou, 2012a), which in turn will greatly increase the electrical con-
ductivity ( ). However, the higher conductivity also enhances induction, building up an
electrical current density () growing so much that ohmic dissipation,/ J2= ¢, ends up
being enhanced, despite the marked increase af. This creates a positive feedback loop
where ohmic heating outpaces thermal dissipation, leading to a thermal runaway.
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This potential occurrence of this instability in HJ atmospheres was rst pointed out by
Menou (2012b) and described as a thermoresistive instability (TRI). The TRI in HJs was
further studied by Hardy et al. (2022, 2023, 2025). The dynamical interaction between the
ow and eld rst presented in the local model of Hardy et al. (2022) showed that the thermal
runaway may be quenched by the Lorentz force, leading to a periodic recurrence of the TRI
and associated recurrent dynamical and thermal perturbations of HJ atmospheres.

Many dynamical models arising in various disciplines are characterized by exponential
dependence on one or more of their dynamical variables, as in the TRI model of Haetyal.
(2022). Examples include models of action potential in neurons (Hodgkin et Huxley, 1952;
Guckenheimer et Oliva, 2002), X-ray bursts in neutron stars (Regev et Livio, 1984; Livio et
Regev, 1985) and solid fuel combustion (Bayliss et Matkowsky, 1987; Bayliss et Matkowsky,
1990). These systems all exhibit chaotic behaviors in some regions of their parameter space.
In light of these previous works, we further explore the local model of Hardst al. (2022)
and show that the TRI also exhibits aperiodic behavior, in a relatively small region of
parameter space delineating two distinct dynamical regimes, namely Alfvénic oscillations
and periodically recurring TRI bursts, and show that this aperiodicity is a manifestation of
chaotic dynamics.

The paper is organized as follows. We describe the model design in Section 5.2. We
introduce the inner workings of the instability in Section 5.3 with some carefully chosen
examples of numerical solutions. We follow with an exploration of parameter space in Section
5.4 and continue in Section 5.5 with a linearization analysis of the system, highlighting the
conditions required for recurrent triggering of the instability and a better understanding of
di erent oscillatory regimes. We close the paper in Section 5.6 by discussing other nonlinear
systems found in the literature with mathematical or behavioral similarities, and the possible
observational impacts of TRI on HJs.

5.2. Local Model of Thermoresistive Instability

We rst introduce a local model following Hardy et al. (2022). As the atmospheres of
HJs are thin, we work in a plane parallel approximation in Cartesian coordinates. Moreover,
we assume an incompressible uidr( U = 0). We model the local dynamics between
an axisymmetric equatorial zonal ow, Uy(t;z), interacting with a constant axisymmetric
background radial magnetic eld,B, under the MHD approximation (Davidson, 2001). The
incompressible uid hypothesis combined with Gauss' law for magnetism (B = 0) prevents
any vertical motion and changes to the radial magnetic eld strengthB,, but allows changes
to the longitudinal component of the eld, By(t;z). We introduce a constant mechanical
forcing term, ay, into the equation of motion for U, (t;z), to represent the transport of
angular momentum into the equatorial regions from higher latitudes, as seen in global models
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of HJs(Showman et Polvani, 2011). We also include an energy equation, in the form of
a temperature equation with representing the temperature, taking into account ohmic
heating. Under these approximations, our set of governing MHD equations reduces to:

B,
@@LJ: 7 %Ii+ ay ; (5.1)
B
@8 - 5,2 p,() C 52)
@ _ (e« ,Dm() @B °
@ tn | 4cC, @z ° (5.3)

where s the density, ¢, is the heat capacity, q is the equilibrium temperature, andty,
is the cooling timescale. We approximate the dependence of the magnetic di usiviB/,, on
temperature as " 14

Dm()= DmegeXxp E a1 (5.4)

whereDm.eq = Dm( eq). This simple parametric expression mimics the temperature-driven
changes in magnetic di usivity D, obtained from bona de calculations of ionization changes
of relevant chemical species, e.g. as in Perrd al. (2010a); Menou (2012a); Rogers et
Komacek (2014), subsuming the temperature sensitivity in a single control parameter .
We note that the magnetic di usivity is inversely proportional to the electric conductivity,
namelyD,, = 1= ¢ ¢, with o the vacuum permeability.

In the local model, spatial derivatives are approximated using the thicknedd of the
atmospheric layer to set a length scale such tha@f=@z f=H, for any function f of
space, and where the sign is physically motivated. For example, the Lorentz force is acting
as a restoring force in Equation 5.1, thus a minus sign is chosen in the spatial derivative
approximation. We further recast the equations in dimensionless form, using the thickness
of the atmospheric layer,H as the length scale. We take the Alfvén speed as the velocity
scale, which is de ned as/; = B2=4 , where we used the constanB, as the scaling for
magnetic eld. The Alfvén timescale H=v, is used to rescale time. We thus de ne the
dimensionless variablesv = U,=vy and b = B,=B,. We also recast the temperature and
magnetic di usivity in dimensionless form using the equilibrium temperatureT = = ¢
and = Dpy() =Dm.q, €xpress the acceleration as = a,H=va, and the thermal di usion
time as = tyva=H. These scalings lead to the appearance of two dimensionless groupings:
Rm = VAH=Dp.eq @and Ec = VA=G, ¢4 COrresponding to the magnetic Reynolds and Eckert
numbers respectively. The set of dimensionless equations is thus:

dv _

FrLE (5.5)
db _ (M,
rri v mb, (5.6)
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dar _~ T 1 (T) .
T + Ecmbz, (5.7)
(TY=exp E 1 1 (5.8)

T
We note the peculiar form of the nonlinear coupling of (5.6) into (5.7), via the exponential

dependence inT described by (5.8), and the coupling of (5.7) into (5.6) quadratic it and
modulated by the same exponential term.

The magnetic Reynolds number, Rm, measures the relative e ects of induction and
magnetic di usion. A high Rm means the magnetic eld lines are "frozen", i.e., the ow
bodily advects and stretches the magnetic eld lines. This situation, known as ux freezing,
materializes when the uid is su ciently ionized to interact with the eld. On the other
hand, a small Rm means that the uid and the eld are decoupled and evolve independently.
We note that our de nition of Rm is from equilibrium values and does not evolve with the
system. Thus, we de ne an e ective magnetic Reynolds number:

Rm.
(T)’

which can be used to monitor when ux freezing is in e ect.

Rme = (5.9

5.3. Numerical Solutions

The system described by Equations (5.5) (5.8) in general must be solved numerically
in view of the nonlinear coupling. To set the stage for what follows, in Figure 5.1 we show a
representative numerical solution of the system with parameter valueRm = 10 3, =4:6,
Ec =10 ° E =15:0, and = 20:0. In panel (a) a time series of the zonal ow velocity
(blue) and zonal magnetic eld (orange) are presented, while in panel (b) we show the
temperature (green) and e ective magnetic Reynolds number (red). The longer periodicity
of approximately 70 Alfvén times seen in Figure 5.1 represents the recurrence period of the
TRI. This is the time required for the system to reach the critical temperature where TRI
is triggered, onceRm, > 1. As the eld couples with the ow at the onset of the TRI, due
to the sudden decrease of from the rapid temperature rise, a burst of rapid oscillations
is initiated. These joint oscillations of the ow and magnetic eld are known as Alfvén
waves (see, e.g., Goedbloed et Poedts, 2004, section 2.4.2) and may only happen with strong
magnetic coupling. Their telltale signature is a=2 phase o set betweernv and b as clearly
visible on the right side of panel (a). Furthermore, in this dimensionless setting, the Alfvén
waves have a period 02 . Here these Alfvénic oscillations are decaying, due to the presence

of ohmic di usion. In parallel, thermal di usion also removes heat from the system, lowering
Iwe solve the set of nonlinear coupled ordinary di erential equations (5.5) (5.8) as an initial value prob-
lem, using a solver from the Python package SciPy. The solver is theolve_ivp function from the integrate

module. Further information can be found at https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/
scipy.integrate.solve_ivp.html
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Fig. 5.1. Time series of a periodically bursting simulation. We present in panéa) the

velocity and the magnetic eld evolution, and in panel(b) the temperature component

and the e ective magnetic Reynolds number. The right hand side panels are zoomed-in on

the gray shaded areas on the left-hand side, highlighting the damped Alfvénic oscillations

excited following the TRI bursts. This simulation has parameters valuesRm = 10 3,
=4:6,Ec=10 °, E =15:0, and = 20:0.

the temperature and leading to an increase of magnetic di usivity untiRme < 1, at which
point the ow decouples again from the background magnetic eld. The slow buildup of
velocity begins anew through the action of the acceleration, until the subsequent TRI
burst is triggered. This is reminiscent of sheared thermal convection, where tilted convective
plumes drive a large-scale shear ow, until the latter quenches the convective instability; the
ow then decays, after which convection builds up again (Matthewet al., 1993; Goluskin
et al., 2014). However, in our system the onset of TRI quenches the externally-driven large-
scale ow, rather than driving it.

Alfvén waves are an important dynamical response to TRI onset, and merit a digression.
In their simplest form, these MHD waves originate from the linear cross-coupling between
Equations (5.5) and (5.6). If onlyv and b are retained on the right-hand sides, the resulting
expressions are readily combined to yield decoupled harmonic equations:

2 2
dv_ . 9b . (5.10)

az- V' de
These describe non-dissipative harmonic oscillations, here of phase speedl, where the
uid and magnetic eld are oscillating perpendicular to the direction of wave propagation, as
with waves on a guitar string, but with magnetic tension providing the restoring force. With
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6 0 in Equation (5.5), Alfvén wave harmonic solutions still result, but with the magnetic

eld b oscillating about a non-zero equilibrium value =

Upon retaining both the acceleration and the magnetic di usion terms in Equations (5.5)
and (5.6), these can now be combined to yield a single second-order ordinary di erential
equation describing a damped oscillator with a constant source term:

@b_ ,d b
dt? dt Rme

The damping is coming from the magnetic diusivity,/ 1=Rm,, and the source term is
the acceleration, . However, upon bringing the temperature Equation (5.7) back into the
picture, the damping coe cient becomes time-dependent via the exponential temperature
dependence of the e ective magnetic Reynolds numb&m, on T, viz. Equation (5.8).

The periodic solution plotted in Figure 5.1, with its slow growth to TRI onset followed
by a burst of Alfvénic oscillation, is representative of a signi cant portion of the model's
parameter space. Such periodically bursting solutions are just one class of dynamical be-
havior available to the system. This is shown in Figure 5.2, in which we present time series
of zonal velocityv, counterparts to the blue curve on Figure 5.1, for a sequence of solutions
with increasing mechanical forcing of the zonal ow, as controlled by the magnitude of the
parameter (viz. right-hand side of Equation 5.5), increasing from top to bottom. Corre-
sponding trajectories in the[v;b;T] phase space are plotted on the right-hand side. The low
forcing solution on panel (a) shows low amplitude, slowly decaying, long-period oscillations
about a steady mean value of the zonal ow velocity, the explanation of its underlying dy-
namics being deferred to Section 5.5. The solutions on panels (b) and (c) are in the same
dynamical regime as in Figure 5.1; they jointly illustrate the increase in burst amplitude and
decrease of the inter-burst waiting time as forcing is increased. However, once the TRI period
becomes comparable to the Alfvén period, the recurrence of TRI bursts becomes aperiodic
and the bursts themselves vary in amplitude, as seen on panel (d), but the post-TRI-onset
Alfvénic oscillation remains well de ned. As the forcing parameter is further increased,
the TRI is triggered before the Alfvénic oscillations have had time to fully decay. The overall
amplitudes drop, but the system remains aperiodic, as shown in panel (e). The phase space
trajectories on the right of panels (d) and (e) become surface- lling in phase space, indicative
of a strange attractor, bearing some morphological similarities to the Réssler attractor (e.g.
Rossler, 1976; Zambranet al., 2009). However, in the Rdssler attractor, the system exits
the oscillating plane during the bursting phase. In contrast, here the burst caused by the
TRI leads the system into an oscillating funnel/plane. For even larger forcing, as on panel
(f), ohmic heating has reached a level such that the e ective magnetic Reynolds number no
longer drops below unity, resulting in a quasi-harmonic Alfvénic-like oscillation sustained by
the periodic variations ofRme. The projection of the phase space trajectory of panel (f) onto

(5.11)
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Fig. 5.2. Time series of the velocity (left), and phase space trajectories (right) in a sequence
of numerical solutions with increasing forcing parameter, as labeled. The other model
parameters are held xed at valueRm =10 3, =4:6,Ec=10 ° andE = 30. For these
parameters values, the system becomes unstable to TRI for 1.508 thus panel (a) is just
outside the unstable region. Note the very small interval spanned by the vertical scale on the
time series of panel (a), as compared to (b) (f). The phase space trajectories are projected
onto the planes of the graphs to help visualization. The trajectories change color in time, to
track the temporal evolution.

the v bplane is circular, the expected behavior from Alfvén waves and the 2 lag between
v and b.
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Fig. 5.3. (a) Bifurcation diagram of the local maxima of the velocity for di erent values of

, and for a xed value of E = 30. Each sub-attractor is associated with a wave crest in
the decaying Alfvén oscillations. (b) Bifurcation diagram of the local maxima of the velocity
for di erent values of E , and for a xed value of =50. For both panels, the other model
parameters are held xed at valueRm =10 3, =4:6, and Ec =10 °.

5.4. Exploration of Chaotic Behavior

The aperiodic oscillations in panel (d) and (e) of Figure 5.2 turn out to be a manifestation
of chaotic dynamics. In Figure 5.3 we show two bifurcation diagrams, constructed from
velocity time series such as in Figure 5.2, when varying either or E , two key physical
parameters controlling the occurrence of the TRI. To generate these plots, we identi ed
every local maximum after the initial transient from two sequences of 4000 simulations, the
rst at xed E = 30 (panel (a)), the second at xed =50 (panel (b)). Multiple copies
of the basic attractor can be seen (six on the left-hand side of panel (a), four for panel (b))
due to the decaying Alfvénic oscillations of the system following TRI: the copies arise from
subsequent wave crests in the post-burst decaying Alfvénic oscillation.

Each sub-attractor exhibits the same transition to chaos through a classical period-
doubling sequence, with period-1 windows interspersed within the chaotic regime. For both
control parameters being varied on Figure 5.3, period doubling characterizes the transition
to chaos from both low and high values of and E . The transition from below occurs as
the time interval between the periodically recurring TRI bursts becomes comparable to the
period of the post-burst decaying Alfvénic oscillations (viz. panels (b)(d) in Figure 5.2);
while the transition from above re ects the destabilization of periodic Alfvénic oscillation
(cf. panels (f} (e) in Figure 5.2).
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Fig. 5.4. Lyapunov exponent map in theE plane. The values for the other parameters
used are:Rm = 10 3, = 4:6 and Ec = 10 °. We refer to the structure formed as The
Claws. The inset represent a zoomed out region of The Claws with the red rectangle being
the region of interest. While The Claws' structure may reach into dark maroon shading, the
black region represents non-chaotic (= 0) periodic behavior.

Each sub-attractor in Figure 5.3 is associated with successive wave crests in the decaying
Alfvén oscillations. As increases, the number of Alfvénic oscillations decreases, until
only the rst sub-attractor remains. This transition to a single wave crest happens here
at ' 73 This causes the loss of the oscillatory decay trajectory, and a concomitant shift in
the dominant frequency of the system. Fourier transform analysis reveals that the dominant
frequency for & 73is distinctly Alfvénic, but a discontinuous break happens at ' 73
when the second wave crest appears. This is a hint of a global bifurcation occurring at

" 73in this slice of parameter space. For lower values of the TRI recurrence frequency
and its harmonics are dominating the spectra.

We show in Figure 5.4, a Lyapunov exponent map in th& plane. To construct
the gure, we ran a pair of simulations at every grid point of the gure, one using an
initial (dimensionless) velocity of10 1°, and the other zero. We measure the divergence of
trajectories in phase space via the normalized quadratic di erence:

2 31=2

|
2 "2 2
- 4 V1 V2 7 b b + L T 5

Vmax bmax Tmax

(5.12)
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Fig. 5.5. Steady-state values of important variables of the system as a function of the forcing
. The steady-state is unstable in the grey shaded region, with chaotic solutions in the dark

grey region. The constant parameters ar&m = 10 3, =4:6, Ec =10 °> and E = 30.

Alfvénic oscillations start ashys > vss. Instability region starts very close todvgs=d =0.

We can then t the evolution of in time with the exponential expression:
(t)/ exp(t); (5.13)

where is the Lyapunov exponent. Following the procedure described in Strogatz (2018),
we average 10000 slopes computed using randomly chosen start and end points within the
phase of exponential growth up to decorrelation, omitting the initial transient. The stochastic
nature of this procedure leads to small, noise-like uctuations in the calculated of the order

of 2%. We refer to the > 0 region of Figure 5.4 as The Claws , for rather obvious visual
reasons. The Claws exhibit intriguing fractal-like features, spreading within and across six
distinct zones, separated by thin bands of non-chaotic (= 0) regions. These map onto the
periodic windows of the bifurcation diagrams of Figure 5.3. The fractal dimension of The
Claws, computed via the box counting method, i4:85 0:02 indicating that The Claws
are closer to a surface than to a linear structure. There is an upper numerical limit near
E 630 (viz. inset of Figure 5.4) beyond which we were not able to compute solutions
due to numerical over ow in the exponential of the magnetic di usivity of Equation (5.8).
However, as we expedEt 30in HJs, this upper limit lies far outside our region of interest.

5.5. Stability Analysis and Onset of Chaos

From Figures 5.2 and 5.3, chaos is shown to be restricted in parameter space and bounded
by two distinct oscillatory regimes. Thus, we turn to a linearization analysis to better
understand the nature of these bounding periodic regimes. It is readily shown that Equations
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Fig. 5.6. Real and imaginary parts of the three roots (red, green, blue) of Equation (5.22),
as a function of the forcing parameter . Other parameters values are xed aRm = 10 3,

= 4:6, Ec = 10 °, and E = 30. The real part of the green root is shown in its own
panel for clarity. Purple indicates that two roots (otherwise blue and red) occur in complex
conjugate pairs. The light gray area represents the area where the real component is positive
for the red and blue curves, indicating systems unstable to the TRI. As on Figure 5.5, the
dark gray area represent the area where chaotic behavior is found. The dotted lines indicate
the values for the time series plotted on Figure 5.2.

(5.5) (5.7) have the steady-state solution:

Vgs = ; 5.14

SS Rme;ss, ( )

bss=; (5.15)

Ec 2
Tes=1+ ; A

SS Rme;ss, (5 6)
where Rmgss = Rm= (Ts) is the e ective magnetic Reynolds number in steady-state, and
(Tss) = (Tsy is the steady-state value of . This steady-state solution is displayed in

Figure 5.5, for increasing forcing parameter and all other parameters held xed. On
this and subsequent similar Figures in this section, the dark gray area indicates the range
in forcing parameter where aperiodic behavior appears, viz. Figure 5.2 (d) and (e), the
light gray area indicates periodic behavior, and oscillations/perturbations are damped in the
leftmost white region. Physically, this steady-state solution is one in which magnetic forces
have grown to a magnitude su cient to equilibrate the mechanical forcing of the equatorial
zonal ow (viz. Equation (5.15)).

The steady state de ned by Equations (5.14) (5.16) can be used as a reference solution
about which Equations (5.5) (5.8) are linearized, i.e. we assume= v+ VvV, b= b+ b,
T=Tst+t T and = (Ts)+  in Equations (5.5) (5.8). We note that  can be expressed
as a function of T due to the temperature dependence of the magnetic di usivity. Using a
rst order Taylor expansion around the steady state for yields = (Ts)E T=TZ. This
yields the following ODE system for the rst-order perturbations in velocity (v), magnetic
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Fig. 5.7. Stability criterion given by equation (5.24). Positive values means that the crite-
rion is met, and TRI is expected. Other parameters values are xed &m =10 3, =4:6,
Ec=10 ° andE =30.

eld ( b) and temperature (T)

O:j;’ = b (5.17)
th =V Rn]]-e;ss b+ Rn::-e;ssETszs T; (5.18)
- Ffrffb 1T (5.19)
where we de ned L L
. = —+ Rme;ss; (5.20)
_E TESZ " (5.21)

Assuming aexp(t ) dependence for the rst-order perturbation amplitudes then yields
three coupled algebraic equations for the perturbation amplitudes, whose solutions must
abide by the following dispersion relation:

!
1 2
+ 2+ +1 = 2 (5.22)
€;ss Rme;ss Rme;ss

The three roots of this dispersion relation, i.e. the eigenvalues, are plotted as a function of
in Figure 5.6. The vertical dotted lines of Figure 5.6 indicate the di erent values of used
in generating the set of time series in Figure 5.2.
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We may expand the dispersion relation and write it as:
! ! !

1 1 1 1

+ + 1+ +

0= 3 + 2
2
Rme;ss €;SS Rme;ss Rme;ss €;Ss

(5.23)

Aroot of with areal positive part is required for an instability to grow. If all the coe cients
of the previous cubic equation are positive, then only values of with a negative real part
may satisfy the equation. Only the third coe cient may turn negative, and allow for a
positive real part of . This constraint yields the following instability criterion:

1iRm ess > O (5.24)

Rme;ss

When satis ed, the criterion predicts the system to be unstable to TRI. From this criterion,
we can gather that the sum of thermal and ohmic dissipation rates must be shorter than
the growth time from the forcing, hidden in , working against ohmic dissipation, for the
instability to kick in; otherwise, everything damps out. We have plotted the criterion in
Figure 5.7 as a function of . It shows how the bursts and chaotic regimes are predicted to
be unstable to the TRI from Equation (5.24). We have also plotted the stability criterion in

the E plane in Figure 5.8 (a), where the Claws of Chaos are sitting on the edge of the
unstable zone (red).
We may identify the eigenvalues (roots) of our system as;., = i (red and blue

curves of Figure 5.6) and 3 = (green curve of Figure 5.6). Shilnikov's theorem (Shilnikov,
1965; Guckenheimer et Holmes, 1983; Glendinning et Sparrow, 1984) states that if the saddle-

value0< < 1, where = = ,then there is a countably in nite number of periodic orbits
in the neighborhood of the homoclinic loop of the saddle-focus. We present in Figure 5.8 (b)
the value of inthe E plane. The system satis es thed < < 1 condition above the

dotted line, where the value of is relevant (e.g. outside the hatched regions). Furthermore,
the chaotic region lies in the region of largest. We also note how for . 80andE . 10,
both the stability criterion and share the same null line (dotted line).

Furthermore, we have found some weak hysteresis at play in our system. When ap-
proaching chaos from below, at the rst period doubling bifurcation the system remains on
an unstable orbit for an interval of 0:006 . As for the rst period doubling when coming
from large values of , the system stays on an unstable orbit for 0:015 . These intervals of
hysteresis, , are small compared to the value of. From above and from below, hysteresis
yields values of = 0:0002

The dispersion relation of Equation (5.22) may help us understand the nature of the
di erent modes of the system. Equation (5.22) shows that when ! 0 (either through

I O0E ! OorEc! 0), we have one thermal mode that decays on a timescale
(rst parenthesis), and the other two modes correspond to damped Alfvén waves (second
parenthesis). Taking the Alfvénic solutions with =0, given by 2+ =Rmegss+1 =0, will

113



Fig. 5.8. (a) Stability criterion given by Equation (5.24) in the E plane. As is Figure
5.7, positive values means the system is susceptible to TRI. The dotted line is drawn at
0, thus represents the change of sign and of stability/instability to TRI. (b) Shil'nikov's
criterion in the E plane. The dotted line represents the change of sign ofand the
hatched regions represent regions where the system Hag ;.,g = O, thus not qualifying
for Shil'nikov's criterion, where two complex and one real root is required. The outline of
the Claws of Chaos has been traced to highlight the chaotic region in this parameter plane.
For both panels we have kept the other three parameter constant &m = 10 3, = 4:6,

Ec =10 °.

yield a real as long asRmess < 0:5. For the parameter set of Figure 5.6, this is true for
533. This value of falls near the center of the chaotic regime. Thus, the chaotic regime

may be seen as a transition from overdamped oscillations ( 53:3) to damped oscillations
( & 533). In other words, the chaotic region spans the transition between the bursts region
to the Alfvénic oscillations regime, as in the damped thermal oscillator considered in Moore
et Spiegel (1966). ARRm, nears unity between bursts, it is harder for the TRI to kick in.
The steady forcing then leads to a relatively low-amplitude Alfvénic oscillation in response
to small variations in Rme, as seen in panel (f) of Figure 5.2.

We can investigate further the impact of the overdamped nature of the system for lower
values of . Focusing on the small modes, the Alfvénic modes, combined with its over-
damped nature (largel=Rmess), we may neglect 2 in the second parenthesis of Equation

(5.22). The cubic dispersion relation then reduces to quadratic:
!
Rme;ss

1
2+ —+RMess +
RMe;ss ess

=0: (5.25)
This is the dispersion relation of a damped harmonic oscillator. The transition from damped
to excited oscillations occurs when the sign of the term within the parenthesis changes. Thus,
we recover the same instability criterion of Equation (5.24) found using the cubic dispersion
relation.

Returning to panel (a) of Figure 5.2, which sits near marginal stability (viz. Figure 5.7),

where the parenthesis of Equation (5.25) almost vanishes, we expect the pair of imaginary
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roots (as seen in Figure 5.6 around  1:5). These roots are

|
*1=2
RMe.ss

(5.26)

€;Ss
This oscillation is re ected in panel (a) of Figure 5.2, where the period observed is much
longer than Alfvénic. The predicted period for that simulation is 179.5, and the measured
one is in good agreement at 179.7.

The Alfvénic-like oscillations emerging at large values of can be understood as follows;
rst compute the time average of each term in Equation (5.11) over an Alfvén period, from
the numerical solution. One then nds that hd?b=dt?i = hd(b=Rm)=dti = 0. With b
remaining mostly positive due to the strong forcing, we are left withh = , which is the
steady-state solution (viz. Figure 5.5 and Equation (5.15)). This indicates that at large,
the magnetic eld oscillates around its steady-state value.

In summary, based on the above stability analyses, we may conclude that the chaotic
region of our system occurs at the transition between two dynamically distinct regimes, each
covering a much broader part of parameter space: periodically recurring TRI bursts and
guasilinear Alfvénic oscillations.

5.6. Discussion and Conclusion

We have presented in this paper a local model built to capture the dynamical interaction
of zonal ows, magnetic elds and heat dissipation in the atmosphere of HJ exoplanets.
The model yields a third order system of strongly coupled non-linear ODEs. The strong
non-linearity mainly originates from the magnetic di usivity, which appears as a coe cient
multiplying coupling terms in the set of ODEs. The exponential sensitivity of magnetic
di usivity on temperature, one of our three dynamical variables, drives a thermoresistive
instability giving rise to periodically recurring bursts of Alfvénic oscillations. We have shown
that over a portion of the system's parameter space, under steady forcing, this system exhibits
aperiodic behavior indicative of chaotic dynamics, which warranted a deeper study of the
non-linear property of the system.

As mentioned in Section 5.1, there exist other dynamical systems characterized by expo-
nential dependence on one of their dynamical variables, and which exhibit chaotic behavior.
One that stands out is the Hodgkin-Huxley model (Hodgkin et Huxley, 1952; Keener et
Sneyd, 1998). This local model tracks the time response of transmembrane voltage to the
opening and closing of ion channels embedded in the membrane, normally induced by the
release of neurotransmitters across the synaptic cleft. These ion channels control the net

2Although we focus in this paper on the simple local model of Hardyet al. (2022), a similar chaotic behavior
also materializes in a spatially extended version where variations of temperature in longitude are expressed
as a rst order Fourier expansion.
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electrical conductivity of the membrane, and their conductance turns out to be sensitively
dependent on the voltage di erence between the inside and outside of the cell. Hodgkin and
Huxley investigated this voltage dependence experimentally and tted it empirically with

ad hoc mathematical expressions known as gating functions, and involving combinations of
exponentials of voltage. In the typical voltage range for the speci ¢ cellular membrane they
were studying (that of a squid's axon), the application of a constant external voltage (or
current) across the membrane, beyond a threshold value, leads to a train of periodically
recurring voltage spikes known as action potentials, as ion channels open and close rapidly
in response to the varying net voltage across the membrane.

There are a number of mathematical and dynamical analogies with our system and
the Hodgkin-Huxley model (and its many variants subsequently developed, such as Wilson
(1999); Gerstner et Kistler (2002) and references therein). Our TRI bursts are dynamically
similar to action potential with temperature as the primary dynamical variable instead of
voltage; our mechanical forcing of the zonal ow, , plays the role of the external current
applied across the membrane. In both systems, there exists a forcing/current threshold
above which bursts of temperature/voltage are triggered, but not below; and above this
threshold, a constant applied forcing leads to a train of periodically recurring bursts, with
the inter-burst wait time decreasing with increasing forcing. Furthermore, the exponential
nonlinearity is a property of electrical conductivity in both models and captures a strong
sensitivity to the primary dynamical variable.

The Hodgkin-Huxley system has long been known to develop chaotic oscillations un-
der periodic forcing, and this behavior has been observed experimentally (see, e.g., Aihara
et al., 1984). Guckenheimer et Oliva (2002) have shown that the Hodgkin-Huxley model
is also susceptible to chaotic behavior under steady forcing as well. They demonstrated
that chaos appears in a small transition region between the subthreshold (non-bursting)
and suprathreshold (bursting) regimes, which is reminiscent of our TRI model, where chaos
appears between the damped and overdamped regimes.

Nuclear reaction rates in stars are generally exponential in temperature (Clayton, 1983).
The rapid temperature increase associated with thermonuclear runaways (X-ray bursts) on
accreting neutron stars also shares similarities with the TRI. X-ray bursts have also been
modeled using an exponential dependence of nuclear reaction rates on temperature in the en-
ergy equation (e.g. Regev et Livio, 1984). The feedback of the X-ray bursts on the accretion
process leads to chaotic behavior (Livio et Regev, 1985). As the accretion rate onto the neu-
tron star increases, the transition to chaos takes place through period doubling bifurcations,
as with our TRI system.

The solid fuel combustion model of Bayliss et Matkowsky (1987) also presents an expo-
nential temperature dependence in their equations. Oscillating fronts are observed in the
system, with their nature changing depending on the parameters of the problem. Further
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work in Bayliss et Matkowsky (1990) has shown that the gasless combustion of solids may
yield aperiodic and chaotic combustion bursts following period doubling sequences.

Another relevant study of aperiodic behavior was presented by Moore et Spiegel (1966)
(see also Marzec et Spiegel (1980) for a generalized model). These authors model a ther-
mally driven buoyant non-linear oscillator, lacking exponential nonlinearity but exhibiting
some interesting similarities. The Moore et Spiegel (1966) system displays di erent oscilla-
tory behaviors depending on input parameters, and goes through a transition akin to the
one characterizing TRI. In Moore et Spiegel (1966) aperiodic solutions appear in a narrow
transition band delineating two distinct types of oscillatory behaviors, namely convectively
unstable and overstable oscillations (see their Figure 7).

The broader modeling e ort of which the results presented herein are part has the aim
of investigating TRI-induced spatiotemporal variability in HJ atmospheres and its potential
observable signatures. The James Webb Space Telescope (JWST) is su ciently sensitive to
allow characterization of HJ atmospheres, including sub-percent temporal variability, with
multiple stacked observations. As argued in Hardgt al. (2022), current understanding of
zonal ows in HJ atmospheres should translate into a forcing parameter . 10, and the
physics of alkali metal ionization at the relevant temperatures into a sensitivity parameter
E < 10 these would place many HJs within the region of parameter space in which the
TRI can recur periodically, but outside of the chaotic regime if Figure 5.4 is taken at face
value. However, the geometrical and physical simpli cations underlying our local model
are signi cant, so that the possibility of chaotic oscillations developing in HJ atmospheres
should not be dismissed. As discussed in Haréy al. (2025), the sudden rises of temperature
associated with recurring TRI should appear as large, rapid, burst-like changes in brightness
of the planet, and detectable with JWST. Once detected, follow-up observational campaigns
may establish whether these bursts are recurring periodically or aperiodically; in the latter
case, chaos may well be the culprit.

We wish to thank two anonymous reviewers for their insightful comments and suggestions.
This work was supported by the Natural Sciences and Engineering Research Council of
Canada (NSERC) Discovery grants RGPIN-2023-03620, and RGPIN-2024-04050. R.H., P.C.,
and A.C. are members of the Centre de Recherche en Astrophysique du Québec (CRAQ).

The data that support the ndings of this study are available from the corresponding
author upon reasonable request.

117



Chapitre 6. Conclusion

Il est important de rappeler I'état du domaine de recherche au commencement de cette
these. Malgré Menou (2012b) qui a soulevé la possibilité que les HJs soutiennent la TR, les
modéeles de circulation globale ont généralement omis d'inclure cette dépendance temporelle
de la diusivité magnétique. En e et, possiblement les seuls modeles 3D qui considérent
cette variation temporelle sont ceux de Rauscher et Menou (2013) et Bekt al. (2022).
Toutefois, les températures d'équilibre explorées dans ces études sont de plus de 1500 K, déja
trop chaud pour supporter la TRI, qui nécessite des températures d'équilibres inférieures a
1200 K environ. Plusieurs études ont plutdt choisi de considérer la di usivité magnétique
constante dans le temps, puisque les planetes qu'elles ont étudiées possédent toutes des
températures d'équilibres supérieures a 1200 K et hors de la portée de l'instabilité (Rogers
et Showman, 2014; Rogers et Komacek, 2014; Rogers et McElwaine, 2017; Rogers, 2017,
Hindle et al., 2019, 2021a,b). A ces températures plus élevées, les e ets magnétiques y sont
plus forts puisque les lignes de champ magnétique sont gelées dans I'écoulement (nombre
de Reynolds magnétique plus élevé). De l'autre coté, les HJIs plus froides ont un nombre
Reynolds magnétique faible, rendant les e ets magnétiques presque négligeables, car les
lignes de champ magnétique interagissent peu avec le uide. Dietrieth al. (2022) ont classé

les HJs en deux catégories, avec une distinction nette entre les planétes avet > 1 et

Rm < 1. Dans cette thése nous montrons que la transition entre ces deux régimes distincts
est non sans intérét.

Au Chapitre 2 nous avons présenté un modele local sans dimension décrivant I'évolution
de I'écoulement, du champ magnétique et de la température dans I'atmosphére de HJs, le
tout étant fortement couplé par le chau age ohmique, l'induction magnétique et la force
de Lorentz. A l'aide de ce modeéle, nous avons pour la premiére fois identi é des régions
de l'espace des paramétres, dans les atmosphéres des HJs, ou l'instabilité thermorésistive
se déclenche de facon périodique. Nous y avons aussi développé un critere d'instabilité,
permettant de prédire si la TRI est attendue ou non a l'aide des parametres physiques du
systéme.

Le Chapitre 3 a exploré les conséquences de la TRI sur un espace en une dimension. Nous
avons montré comment la TRI se déclenche en profondeur, vers 0.2 bar, puis se propage dans



le reste de I'atmosphere. Avec ce modele, nous avons aussi pu établir la période de récurrence
de l'instabilité en fonction du champ magnétique radial et de la température d'équilibre. La
TRI favorise les températures et champs magnétiques plus faibles (ce qui augmente aussi
la période de récurrence). C'est aussi dans cet article que nous avons établi l'intervalle de
température d'équilibre la plus probable de soutenir la TRI, soit de 1000 1200 K, grace

a une approximation du nombre de Reynolds magnétique. En e et, il est important pour
I'instabilité que les atmosphéres soient Rm < 1 avant le déclenchement de l'instabilité, puis
soient en mesure d'atteindrdRm > 1 pour déclencher l'instabilité. Nous avons aussi comparé

di érents traitements de la di usivité magnétique dans I'équation d'induction magnétique.
Nous avons trouve que négliger la dépendance temporelle, ou encore la dépendance spatiale
de la di usivité change énormément le comportement du systeme. En particulier, négliger

la dépendance temporelle de la di usivité magnétique élimine totalement la possibilité de
déclencher la TRI. Or, c'est une majorité des modéles MHD de HJs qui négligent cette
dépendance, exposant ainsi un aspect a améliorer dans les modéles futurs.

Au Chapitre 4, nous avons étendu la température ainsi que la di usivité magnétique dans
la direction longitudinale. Pour ce faire, nous approximons la température et la di usivité
magnétique par une série de Fourier d'ordre un. Notons que nous avons été contraints a ne
pas appliquer cette expansion longitudinale sur I'écoulement et le champ magnétique an
de respecter la loi de conservation de masse U = 0 et la loi de Gauss en magnétisme
r B =0 (nous devons donc éliminer la dépendance longitudinale delans I'équation d'in-
duction, que nous faisons en prenant la moyenne longitudinale a chaque pression). Toutefois,
grace a cette expansion longitudinale nous pouvons suivre I'évolution du point chaud durant
le déroulement de l'instabilité thermorésistive et des oscillations Alfvéniques subséquentes.
Nous soulignons la non-linéarité des termes di usifs et de l'advection, rendant la prédiction
de la position du point chaud impossible a partir de modeles locaux ou unidimensionnels.
Nous présentons de nouveau des simulations représentatives a n de démontrer I'e et de la
TRI sur la position du point chaud. Celles-ci démontrent que ce dernier peut osciller autour
du point substellaire lors de la TRI entre des longitudes de60 durant la durée de la TRI,
soit quelques jours. La position du point le plus chaud a chaque couche de I'atmosphere ne
concorde pas nécessairement avec la position du point chaud a la surface. Nous indiquons
aussi qu'une signature observationnelle typique de la TRI serait une augmentation signi ca-
tive du ux thermique émis par la planéte, ce qui devrait étre détectable par les télescopes
modernes, tel que JWST.

Nous avons présenté au Chapitre 5, une étude approfondie du modele local précédemment
introduit au Chapitre 2, démontrant la nature chaotique de celui-ci dans une mince région
de I'espace des parametres. Nous avons démontré comment le systeme passe d'un oscillateur
suramorti & un oscillateur amorti lorsque le terme de forcage augmente. Ces régimes ont
été identi és comme les sursauts (bursts) et les oscillations harmoniques au Chapitre 2.
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Dans une certaine région de l'espace des parametres, précédemment évitée de justesse, la
transition ne s'e ectue pas en douceur. En e et, nous avons illustré comment la transition

se fait de maniere chaotique pour certaines valeurs des parameétres. Pour ce faire nous avons
montré une série d'évolution de la vitesse dans le temps pour di érentes valeurs de forcage,
nous avons présenté deux diagrammes de bifurcation, ainsi qu'une carte de I'exposant de
Lyapunov, que nous avons surnommé The Claws of Chaos . Par la suite, une analyse de
stabilité a partir de I'état stationnaire a été produite. Nous avons pu émettre un nouveau
critere d'instabilité prédisant les solutions de type sursauts.

Nous avons aussi collaboré a une demande de temps pour le JWST avec une équipe menee
par Jared Splinter, étudiant au doctorat a l'université McGill sous la direction de Nicolas
Cowan, qui a aussi participé a cet e ort. Nous avons aussi eu la chance d'avoir I'expertise de
Taylor Bell. Avec cette demande de temps, nous espérons observer WASP-69 b, la meilleure
candidate pour observer l'instabilité thermorésistive et ses impacts présentés lors de cette
thése. En e et, nous souhaitons observer des variations dans la luminosité de la planéte,
permettant d'estimer la valeur du champ magnétique planétaire ainsi que I'étendue spatiale
de linstabilité. A l'aide de visites répétées (6 éclipses) répandues sur prés d'un an, nous
souhaitons identi er la nature périodique de la TRI, ce qui la distinguerait d'autres e ets
magneétiques, lorsque couplée avec l'augmentation marquée de température.

Ainsi, les apports de cette these a la compréhension des atmospheres des HJs sont mul-
tiples. Nous avons réitére la possibilité de la présence de la TRI dans les atmosphéres de HJs,
tel qu'initialement prédit par Menou (2012b). Nous avons montré pour la premiére fois I'im-
pact important sur I'écoulement de cette instabilité. En e et, nous avons montré comment
le déclenchement de l'instabilité pourrait causer de grandes variations dans la luminosité de
la planéte ainsi que la position du point chaud, qui pourrait faire de courtes excursions a
l'ouest du point substellaire durant une période d'oscillations Alfvéniques. Seulement une
poignée de points chauds a l'ouest ont été observés par le passé (Armstreh@l., 2016;
Danget al., 2018; Bellet al., 2019; Jacksoret al., 2019; von Essert al., 2020). Nous avons
aussi identi é des régions de I'espace des paramétres ou l'instabilité se manifeste, ce qui
pourrait éventuellement contraindre les valeurs réelles des parameétres de HJs, si la TRI est
détectée. Nous avons aussi souligné la nature chaotique du systeme d'équations, laissant
donc la possibilité que la période de récurrence de la TRI ne soit pas aussi périodique que
prévu initialement.

Avec la puissance des ordinateurs d'aujourd'hui, il semble naturel de vouloir produire des
modeles les plus complets et réalistes possibles. Toutefois, avec ce type de modele, il peut
étre di cile de quanti er lI'impact des di érents mécanismes physiques en jeu. |l est donc
souvent fructueux d'opter pour des modeles simples, qui se concentrent sur un mécanisme
physique a la fois. De cette facon, nous sommes en mesure de comprendre tous les impacts
possibles d'un mécanisme dans toutes les conditions. C'est ce que le cheminement de cette
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these nous a permis de faire tout au long des Chapitres 2 a 4. Le Chapitre 5, s'est avéeré
un Chapitre surprise, et représente comment un petit modéle peut cacher beaucoup plus de
physique que ce a quoi nous pourrions nous attendre et démontre ainsi l'utilité de modéles
simples et décomplexés.

Au long de cette thése, nous avons exploré I'e et de la TRI sur les atmosphéres des HJs
a faibles températures. Pour cela, nous avons utilisé trois modéles di érents: local, 1D et
pseudo 2D. Grace a ces modeles, nous avons été en mesure de comprendre le comportement
de l'instabilité. Toutefois, an de simuler des versions simpli ées du plan équatorial des
HJs, des approximations ont dues étre émises. Dans les étapes suivantes, I'approximation
d'axisymmeétrie devrait disparaitre complétement. Pour ce faire, il faudrait se diriger vers
un modéle 2D ou 3D. Un modéle du plan équatorial en 2D avec I'approximation anélastique
serait un avenue intéressante a explorer dans le futur. Avant de s'attaquer a un modele 3D
de I'atmosphéere compléte des HJs, explorer le comportement de la TRI dans une boite 3D
serait béné que. A l'aide d'un tel modeéle, nous serions en mesure de comprendre comment
la diusion en 3D a ecte l'instabilité. En e et, aux Chapitres 3 et 4, nous avons démontré
gu'une fois la TRI déclenchée, elle se propage verticalement. Serait-elle en mesure de se
propager en longitude et latitude aussi, ou serait-elle freinée par la dissipation thermique et
la turbulence? Ainsi, est-ce que la TRI est contrainte spatialement ou non?

Des modeles plus complexes nous permettraient aussi de comprendre l'interaction de la
TRI avec d'autres mécanismes présents dans les HJs. Les modeles en eau peu profonde
présentent une avenue intéressante pour la suite. En e et, puisque nous sommes limités a
observer une couche, les écoulements verticaux ne sont pas bien contraints. C'est ainsi que
les équations en eau peu profonde deviennent pertinentes; car elles ne considérent que les
écoulements horizontaux (longitude-latitude) dans une seule couche centrée sur I'équateur
et périodique en longitude. Ce type de modele est ainsi pertinent pour comprendre les
ecoulements zonaux des HJs, les interactions entre les jets, les vortex horizontaux, etc. La
couche considérée dans ce type de modéle posséde une surface libre et une frontiere xe a
la base. Ainsi, la couche posséde une épaisseur variable, ndtget) (e.g. Pedlosky, 1987;
Gilman et Fox, 1997). De plus, un modele en eau peu profonde nous permettrait de mesurer
I'impact du mécanisme de Hindle (Hindleet al., 2021a) sur la TRI. Ce mécanisme réduit
I'e cacité du transfert de moment cinétique a I'équateur a l'aide d'e ets magnétiques. Bien
que plus e cace a hautes températuresTeq & 2000 K), et faible aux températures de la
TRI (Teq . 1200 K), ce mécanisme pourrait réduire lg de nos simulations, réduisant la
probabilité que la TRI se déclenche. De plus, avec un tel modéle, le terme d'accélération de
nos modéeles présentés aux Chapitres 2 §,(ax) ne serait plus nécessaire, car les mécanismes
de pompage de moment cinétique vers I'équateur devraient émerger naturellement. Un
modele en eau peu profonde a la Hindkt al. (2019, 2021b) est la suite logique dans I'étude
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de la TRI. Ce modéle est gouverné par les équations en eau peu profonde MHD suivantes:

d7u+f('2 uy= grh+(B r)B+R +D ; (6.27)
dt drag
@h hey h
= 4+ hu) = ; 6.28
@t ( ) rad ( )
dA
w0 (6.29)

ou h(t;x;y), u(t;x;y) et B(t;x;y) représentent respectivement I'épaisseur de la couche, le
champ de vitesse ainsi que le champ magnétique (en unité de vitesse) dans la couche at-
mosphérique considérée. Le potentiel vectedy(t;x;y) satisfait I'équation hB = r A2,
s'assurant quer (hB) = 0. La di usion visqueuse ainsi que la di usion magnétique sont
dé nies comme

D =h? [h(ru+(ruh); (6.30)

D= (r?A hlrhrA): (6.31)

L'e et du refroidissement de Newton sur I'équation du mouvement est représenté par le
transport vertical de masseR. Nous remarquons que quelques ajustements sont nécessaires
pour avoir un systéeme capable de supporter la TRI. D'abord, I'équation de est un ana-
logue a I'équation de température utilisée dans nos équations. Cependant, nous remarquons
'absence du chau age visqueux et ohmique. Dans leur modeéle, Hindgleal. (2019) consi-
dere une di usivité magnétique constante dans le temps et I'espace. Nous avons toutefois
démontré a plusieurs reprises qu'une di usivité magnétique variable dans le temps et I'es-
pace est essentielle pour la TRI pour les HJs av@g, 1000K (une di usivité constante
est plus adéquate pour les températures plus élevées considérées dans les travaux de Hindle
et al. (2019, 2021a,b)). Ainsi, il faudrait ajouter les fonctions de chau age visqueux et de
chau age ohmique a I'équation (6.28), et étre en mesure de traduire I'épaisseur de la couche
en température pour ensuite avoir une di usivité magnétique (c.f. équation 3.6) qui dépend
du temps et de l'espace. Un tel modéle serait ainsi la premiere exploration de la TRI en
dehors du plan équatorial et assouplirait les approximations geomeétriques du Chapitre 4.
Nous serions ainsi en mesure de mieux prédire les impacts de la TRI aux grandes échelles et
petites échelles, telles que I'étendue spatiale que la TRI peut atteindre, sont impact sur le
point chaud sans considérer un écoulement axisymétrique, ainsi que d'émettre de meilleures
prédictions observationnelles.

Nous avons brievement mentionné au Chapitre 4 que l'instabilité thermorésistive avait
aussi été proposée pour d'autres corps astrophysiques tels que les disques protoplanétaires
(Hubbard et al., 2012) et les magnétars (Priceet al., 2012). Un autre type d'objets qui
pourrait étre intéressant pour I'étude de la TRI est les naines brunes. En e et, ces objets
substellaires, en particulier les naines brunes de type spectral T, possedent des températures
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entre 750 K et 1200 K, coincidant ainsi avec l'intervalle de température capable de supporter
l'instabilité prédite au Chapitre 3, soit de de 1000 K a 1200 K. Ainsi, une autre avenue
d'exploration future serait de transposer I'étude de la TRI vers les atmosphéres de naines
brunes.
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Annexe A

Equations de Lorenz

Cette annexe, inspirée du développement des équations de Lorenz par Tritton (1988), veut
mettre en évidence le développement mathématique sur lequel le développement des équa-
tions longitudinales du Chapitre 4 est basés. A la base, les équations de Lorenz ont été
développées pour décrire la convection thermique dans I'atmosphere terrestre par le mé-
téorologue Edward Lorenz (Lorenz, 1963). Ces équations sont a l'origine de la théorie du
chaos.

A.1. Modele

Supposons d'abord un mince anneau tel que présenté a la Figure A.1. Notons la position
verticale par z, ou z = 0 passe par le centre de I'anneau, et la position d'un élément par
'angle , ou =0 est au bas de l'anneau. La température du uide au repos a l'intérieur
de I'anneau a mi-hauteur est noté paily, tandis que la température extérieure;Tg, varie
linéairement avec la hauteur. Nous pouvons donc écrire:

Te=To T g = To+ T.COS: (A1)
ou T; représente la di érence de température entre le bas et le haut de I'anneau avec la
température au centre de celle-ci ed est le rayon intérieur de I'anneau. Nous supposons
maintenant que les variations en vitesseajj et en température dépendent uniquement de leur
position ainsi que du temps tel que:

q=qt; ); T=T( ) (A.2)

Nous considérons I'approximation de Boussinesq pour le présent probleme. Ainsi, I'équation
de conservation de la masse devient:

Q@q_ .
o (A.3)



Fig. A.1. Diagramme de dé nition. Notons queT, et T; sont des quantitées xées par le
probléme, tandis queT, et T3 sont des variables de la convection. Figure tirée de Charbon-
neau (2019).

éliminant la dépendance sur de la vitesse dans le systeme. Ensuite, nous supposons que
les variations de températures dans l'anneau prennent la forme suivante:

T To= T,cos + T3sin; (A.4)

ou 2T, est la di érence en température entre le haut et le bas de l'anneau, tandis qd&;
représente la di érence de température entre les deux cétég & 0. Cette derniere hypothése
est la clé de ce probleme de convection. C'est ce développement en série de Fourier du premier
ordre qui a inspiré le développement des équations au Chapitre 4 a n de suivre I'évolution
du point chaud dans les HJs.

L'équation de Navier-Stokes du systeme sous l'approximation de Boussinesq s'écrit

comme.: @ 1 @
@S: a@p+g (T Tosin  q (A.5)

ou estle coe cient de dilatation thermique, g est I'amplitude de la gravité et qreprésente
une approximation du frottement du uide avec les parois de I'anneau ou celui-ci est considéré
comme proportionnel a la vitesse, avecla constante de proportionnalité. Le deuxieme terme
du membre de droite contient ursin , car uniguement la gravité projeté dans la direction de
I'écoulement est pertinente. Suite a la substitution de I'équation (A.4) dans I'équation (A.5),
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nous pouvons intégrer sur tout les angles, et nous trouvons:

dg gTs
— = + : A.6
= 9o (A.6)
L'équation du transport de la chaleur utilise un terme de di usion thermique Newtonien:
@T q@T
—+ ——=K(Tg T); A7

ou K est un coe cient de di usion (K 1= g de I'équation (1.32) provenant de Rogers
(2017)). Notons que le terme di usif considere uniqguement la di usion thermique longitudi-
nale et non la di usion a travers une section. Ceci est acceptable que si la di usion dans une
section se fait rapidement au moyen d'une bonne conductivité thermique, ou encore lorsque
la section de I'anneau est beaucoup plus petite que sont rayon. Nous avons supposeé ici un
anneau mince, donc l'approximation est valide. Nous pouvons substituer les équations (A.1)
et (A.4) dans I'équation du transport de la chaleur, ce qui nous donne:

de aT . C]Tz . QT3 .

—=C0S + —sin —sin + —cos = K(T; T,)cos KTjzsin : A.8

it it A S (. To) : (A8)
Grace a I'orthogonalité des sinus et cosinus, nous pouvons scinder I'équation en deux. Posons
aussi une nouvelle variable de températurd, = T, T,. Ainsi, nous obtenons les deux

éguations suivantes:

dTs gy g

—— "= KT+ — _ A.

dt " a a’ (A.9)
dTs _ qls.

Avec I'équation (A.6) et les deux derniéres équations, (A.9) et (A.10), le systeme d'équations
décrivant le systeme est complet.

Il est encore possible de réduire les équations du systéme en posant une formulation
non-dimensionnelle. Pour ce faire, nous posons les variables adimensionnelles suivantes:

q Y_gTs. Z_gT4.

= - = = | :
X = o g K S Kt (A.11)
Nous pouvons aussi dé nir les nombres de PrandtR et de Rayleigh,r, pour le systéme:
gT,
P=—; = : A.12
K' 'T2aK (A12)

Ainsi, les équations du systeme prennent la forme des équations de Lorenz a un coe cient
prés:

03: = PX+PY; (A.13)

O(';t{ = Y+rX Xz (A.14)
dz

E ARt (A.15)
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Fig. A.2. Solution non-stationnaire des équations (A.13) (A.15) pouP = 4 et r = 36.
La couleur montre la progression dans le temps, et I'épaisseur de la ligne est inversement
proportionnelle a la vitesse du systéme dans l'espace de phase.

Nous notons que le développement des modeles du Chapitres 4 est inspiré du dévelop-
pement de Tritton (1988). Toutefois, quelques di érences sont a noter. Dans le modele
du Chapitre 4, I'anneau représente I'atmosphére elle-méme, ayant pour e et que la gravité
pointe au centre de l'anneau. La densité avec la gravité pointant vers le bas est le moteur
du modéle de Tritton (1988) qui brise la symétrie du systeme. Or, ce moteur est absent de
notre modéle. La symétrie y est rompue grace a la di usivité magnétique dépendante de la
température.

A.2. Attracteur de Lorenz

En étudiant les solutions stationnaires d=dt = 0), nous pouvons observer deux types de
solutions. La premiere solution est la solution trivialeX = Y = Z =0), mais ce n'est pas
celle qui est d'intérét ici. Le type de solutions stationnaires d'intérét ont comme solution:

X=Y= pr 1, Z=r 1, (r> 1) (A.16)
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Fig. A.3. Haut: Décorrélation entre deux solutions des équations de Lorenz, ou une possede
une perturbation de 10 & a sa condition initiale enX . Bas: Croissance exponentielle de la
di érence quadratique entre les deux solutions. Les parametres sdit=4 et r = 36.

Suite a une étude de stabilité, nous pouvons trouver que ces solutions stationnaires sont
instables si le nombre de Rayleigtr,, dépasse une valeur critique:

= PP +4) :

P 2

Lorsque ce nombre de Rayleigh est dépassé, les solutions deviennent non-stationnaires, mais
restent toutefois globalement stables. La solution se pose sur l'attracteur de Lorenz, indé-
pendemment de la condition initiale posée sur le systéme. Un tel attracteur attire toutes
solutions possédant des conditions initiales a l'intérieur du bassin d'attraction du systéme.
Une caractéristique particuliere de l'attracteur de Lorenz, est que les trajectoires ne se super-
posent jamais exactement, remplissant éventuellement tout I'espace de phase de l'attracteur.
Cette caractéristique en fait un attracteur étrange.

(P > 2): (A.17)

A.3. Chaos

Deux solutions des équations de Lorenz possédant les mémes parameétres et une condi-
tion initiale di érente d'une quantité in nitésimale vont éventuellement diverger. Soit la
di érence quadratique du systéme de Lorenz:

h I1=2
(D= (X)) X)) +(Va(t)  Ya(t)*+(Za(t)  Zo(t)* (A.18)
Tel que présenté a la Figure A.3, cette di érence quadratique posséde une croissance expo-

nentielle avant que les solutions ne décorrelent completement. Cette croissance exponentielle
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peut étre exprimée selon la relation suivante:
( 1)/ exp(t); (A.19)

ou est I'exposant de Lyapunov. Un exposant de Lyapunov positif signi e que les di é-
rences dans les conditions initiales sont ampli ées de fagcon exponentielle, caractérisant un
comportement chaotique. C'est ainsi que nous avons calculé la valeur de I'exposant de Lya-
punov pour chaque paire de parametres présenté a la Figure 5.4. Ainsi, il est impossible
de connaitre le future d'un systéme chaotique a moins de connaitre les conditions initiales
exactes. Edward Lorenz aurait lui-méme dé nit le chaos comme suit:

Chaos: When the present determines the future, but the approximate
present does not approximately determine the future.
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